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Práce je zaměřena na srovnání dvou možných způsobů výpočtového modelování 
procesu rovnání dlouhých profilů. Je zde popsána podstata procesu rovnání, základní 
principy metody konečných prvků a princip rychlého algoritmu založeného na 
Eulerovském popisu pohybu kontinua. Práce se zabývá posouzením výpočtové 
náročnosti a přesnosti řešení obou uvedených metod. V závěru jsou shrnuty získané 
výsledky a posouzena efektivnost obou algoritmů. 
 
ABSTRACT 
The purpose of this study is to compare two possible methods of computational 
modeling of straightening long profiles. The study presents fundamentals of the 
straightening process, basic principles of the finite element method and the principle of 
fast algorithm based on Eulerian description of motion of continuum. The study 
investigates how the two methods are computationally demanding and precise. Finally, 
the acquired results are summarised and the effectiveness of both algorithms is assessed. 
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Rovnání materiálu, ať už plechů nebo profilů, je technologie, používaná pro 
odstraňování nežádoucí deformace a má přímý vliv na výslednou kvalitu výrobku 
(materiálu). Pro rozbor problematiky rovnání profilů a správné nastavení válečkové 
rovnačky byly v minulosti používány zejména analytické přístupy, případně empirické 
vztahy, které vycházely z praktických zkušeností při rovnání profilů. [12] 
Rozvoj výkonné výpočetní techniky v posledních letech umožnil řešit problém 
rovnání tyčí různých profilů metodou konečných prvků. Řešení této úlohy zahrnuje 
velké nelinearity, zejména kontaktní a materiálové. V jejich důsledku zabere řešení 
těchto úloh extrémně velký výpočetní čas a vyžaduje velmi výkonnou výpočetní 
techniku. Takovéto řešení je přípustné v akademickém prostředí (pro účely výzkumu), 
kde je prostor pro detailní analýzu procesu řešení a odpovídajících výstupů. V technické 
praxi je ovšem kladen důraz na efektivnost, tedy vyřešení problému v co nejkratším 
čase na požadované rozlišovací úrovni s dostatečnou přesností. Tento požadavek vedl 
ke snaze poskytnout efektivnější výpočetní nástroj použitelný v technické praxi. 
V dnešní době již existuje metoda řešení na základě Eulerovského popisu toku 
materiálu, která poskytuje velmi výraznou časovou úsporu. Jedním z cílů této práce je 
srovnání výpočtových časů metody konečných prvků a metody využívající Eulerovský 
přístup. 
V budoucnosti je vize vytvořit optimalizační program, který by na základě 
zadaných vstupních parametrů určil v přijatelné časové době nastavení válců rovnačky -
- zejména při rovnání profilů vykazujících různou míru křivosti. To by vedlo ke zvýšení 
efektivity práce při rovnání profilů v technické praxi. Tento proces by bylo možné dále 
automatizovat, za předpokladu, že se před rovnačkou změří křivost a program následně 









 1 FORMULACE ÚLOHY A CÍLE JEJÍHO ŘEŠENÍ 
Dříve než bude popsán obsah této práce, považuji za vhodné uvést vymezení 
některých základních pojmů z oblasti systémové metodologie zejména pojmů úkol, 
úloha, problém, nestandartní situace a problémová situace. 
V dnešní době jsou lidé ať už v pracovním či osobním životě vystaveni 
plnění „úkolů“, které jsou po nich vyžadovány nadřízenými v zaměstnání nebo jejich 
blízkými v soukromém životě. Z praktického pohledu je na začátku obvykle zadání 
popisující současný stav věci a cílový stav, kterého je třeba dosáhnout. Danému jedinci 
je pak uloženo provést řešení tohoto úkolu. V tento okamžik mohou nastat dvě varianty: 
člověk, který má úkol splnit ví, jak bude postupovat nebo to bezprostředně neví a musí 
nejprve vyvinout určité úsilí k tomu, aby našel vhodnou metodu řešení a následně řešení 
provedl. [2] 
První případ, kdy je postup řešení na první pohled zřejmý a známý označujeme 
jako „úloha“. Je znám výchozí stav, metoda řešení i stav, kterého má být dosaženo a 
zbývá provést řešení. To je v souladu s definicí: „Úloha je taková situace či stav 
objektu, které lze vyřešit rutinními činnostmi, což znamená, že subjekt zná způsob 
dosažení cíle řešení určitým známým a naučeným postupem“. [2] 
V opačném případě, kdy řešení situace není zcela zřejmé a je nutné hledat 
vhodnou metodu řešení, hovoříme o „problému“. V odborné literatuře lze nalézt 
následující vymezení tohoto pojmu: „Problémem je to, co neumíme řešit na základě 
zkušenosti, tedy rutinně.“ [2] [18] 
V celkovém kontextu vyplývají úlohy i problémy z „nestandardních situací“, 
tedy takových, které vyžadují řešení. V duchu rozdělení úkolů na úlohy a problémy 
rozdělujeme nestandardní situace na „běžné nestandardní situace“, k jejichž vyřešení je 
možné použít rutinní metody a „problémové situace“, jejichž řešení vyžaduje použití 
dalších činností. Výsledkem rozboru problémové situace by měla být formulace 
problému, který z ní plyne a je třeba jej vyřešit. Z tohoto rozdělení je analogicky 
zřejmé, že na základě nestandardní problémové situace formulujeme zadání úlohy, 
kterou následně známými metodami řešíme. [2] 
Ze zadání diplomové práce jsou primárně známé přístupy k řešení. Jeho 
vypracování má tedy z pohledu systémového pojetí charakter úlohy, jejíž formulace je 
uvedena dále. Na základě zkušeností při řešení úloh a problémů metodou konečných 
prvků lze však očekávat, že vyvstanou sekundární problémy (například problémy 





1.1 Formulace úlohy 
Srovnejte algoritmus a program pro simulaci procesu rovnání tyčí nekruhového 
průřezu na válečkových rovnačkách, vycházející z Eulerovského popisu toku materiálu, 
s klasickým Lagrangovským algoritmem deformační varianty MKP. Posuďte 
efektivnost Eulerovského přístupu pro různé modely zpevnění materiálu a možnosti 
optimalizace procesu rovnání, využívající Eulerovský popis. 
1.2 Cíle řešení 
Cílem práce je srovnat výsledky řešení pomocí MKP a rychlého algoritmu pro 
rovnání, posoudit časovou náročnost jednotlivých metod a ukázat možnosti 
optimalizace procesu rovnání pomocí rychlého algoritmu. 
1.3 Vstupní a výstupní parametry 
Výpočtová simulace rovnání vychází z předpokladu správně nastavených 
parametrů rovnačky a na konci procesu rovnání je vyhodnocena výstupní křivost. Lze 
také řešit opačnou úlohu, kdy je požadována určitá hodnota výstupní křivosti a hledáme 
vhodné parametry nastavení rovnačky. Pro tento proces optimalizace jsou vstupní a 
výstupní parametry jiné, než v prvním případě. 
1.3.1 Proces rovnání 
Vstupní parametry pro algoritmus procesu rovnání jsou: 
- tvar a rozměry příčného průřezu tyče 
- modul pružnosti v tahu a tečný modul zpevnění 
- mez kluzu, Poissonův poměr 
- vstupní křivost 
- základní rozměry rovnacího stroje a vertikální posuvy rovnacích válců 
Výstupní parametry procesu rovnání jsou: 
- výstupní křivost po rovnání 
- síly působící na válce 
- průběh reziduálního napětí po výšce příčného průřezu po rovnání 
1.3.2 Optimalizace 
Vstupní parametry pro algoritmus procesu optimalizace jsou: 
- tvar a rozměry příčného průřezu tyče 
- rozteče rovnacích válců 
- modul pružnosti v tahu a tečný modul zpevnění 
- mez kluzu, Poissonův poměr 
- vstupní křivost 
- požadovaná výstupní křivost rovnaného materiálu 
Výstupní parametry procesu optimalizace jsou: 
- síly působící na válce 
- hodnoty posuvů válců rovnačky, zajišťující požadovanou výstupní křivost  




 2 REŠERŠNÍ STUDIE 
2.1 Geometrický popis pohybu kontinua 
Pro popis toku materiálu jsou v mechanice kontinua používány dva základní 
přístupy. Při použití prvního přístupu je sledován pohyb libovolně zvolené částice 
kontinua po daný časový interval. Druhá metoda je používána zejména v mechanice 
tekutin. Je založena na principu sledování změn veličin charakterizujících vlastnosti 
pohybujícího se kontinua v určitém pevně zvoleném bodě prostoru, kterým toto 
kontinuum prochází, rovněž po daný časový interval.  
Jednotlivé částice materiálu nerozlišujeme jako atomy nebo molekuly, ale 
uvažujeme nekonečně malý objem, kterému připisujeme určitou hmotu, která je 
považována za spojitou – platí tedy, že při nekonečně malé změně objemu dojde i 
k nekonečně malé změně množství hmoty. Při použití první metody mluvíme o 
Lagrangeově popisu pohybu kontinua. Druhou metodu označujeme jako Eulerovu 
metodu. [6] [7] [10] 
Je-li popsána vzájemná poloha všech částic daného kontinua, je možné určit 
konfiguraci celého tělesa, která se může měnit v závislosti na čase, pokud dojde 
k deformování tělesa. 
Vyjádříme–li polohu libovolně zvolené částice v souřadném systému pevně 
spojeném s částicemi tělesa, je její poloha popsána souřadnicemi Xi = (X1, X2, X3). Tyto 
materiálové referenční souřadnice se při pohybu popisované částice nemění. To neplatí, 
použijeme-li pro popis polohy zvolené částice souřadný systém pevně umístěný 
v prostoru. V takovém případě se prostorové souřadnice této částice xi = (x1, x2, x3) 
během pohybu obecně mění. Prostorové souřadnice jsou závislé na materiálových 
souřadnicích a na čase t. Tuto závislost lze vyjádřit  
 xi = Fi (X1, X2, X3, t). 2.1 
Aby toto přiřazení bylo jednoznačné, musí existovat i inverzní tvar, vyjadřující závislost 
materiálových souřadnic na prostorových. Ten zapíšeme 
 Xi = fi (x1, x2, x3, t). 2.2 
Mění-li se čas t, dochází i ke změně celkové konfigurace kontinua a jeho poloze 
v prostoru. Uvedené rovnice 2.1 a 2.2 popisují pohyb tělesa. Rovnice 2.1 vyjadřuje 
Lagrangeův způsob popisu pohybu kontinua, kdy nezávislými proměnnými jsou 
materiálové referenční souřadnice, zatímco v rovnici 2.2 vystupují jako nezávislé 
proměnné prostorové souřadnice a tento přístup je označován jako Eulerův. [10] 
Názorné odlišení obou přístupů je patrné z následujícího příkladu převzatého 
z knihy Základní principy a rovnice mechaniky kontinua. [10] 
Mějme prizmatickou tyč délky 5 metrů z poddajného materiálu. Uvažujme případ, 
kdy příčný pohyb tyče je zanedbatelný nebo nulový, průřezy jsou rovinné a kolmé na 
střednici po celou dobu. Tyč se pohybuje pouze v podélném směru. Pohyb všech částic 





To je přehledně vidět na Obr. 2.1. Na něm je znázorněna tyč v nedeformovaném 
tvaru v čase t = 0 a její deformovaný tvar v koncovém čase t = 5. Stupnice materiálové 
souřadnice Xi je vyznačena v obou případech na tyči a je s ní pevně spojena, z čehož 
plyne, že tato stupnice se deformuje společně s tyčí. Zvolíme-li částici, jejíž počáteční 
poloha je v bodě A a koncová poloha v bodě B, má tato částice po celou dobu totožnou 
materiálovou souřadnici 
X = f (x = 2, t = 0) = f (x = 9, t = 5) = 2. 
Její prostorová souřadnice se však s pohybem tyče v prostoru mění 
x = F (X = 2, t = 0) = 2, 
x = F (X = 2, t = 5) = 9. 
 
Obr. 2.1 Lagrangeův a Eulerův systém popisu kontinua [10] 
 
Lagrangeova metoda popisuje po celou dobu jednu zvolenou částici kontinua 
pohybující se v prostoru. Nezávislými proměnnými jsou, v souladu s rovnicí 2.1, 
materiálová souřadnice X a čas t. Eulerova metoda popisuje jedno konkrétní místo, 
kterým prochází různé částice. V tomto případě jsou nezávislými proměnnými 
prostorová souřadnice x a čas t. Zápis pomocí Eulerovy metody je použit 
v rovnici 2.2. [10] 
2.2 Typy nelinearit při řešení deformačně napěťových stavů 
Při řešení strukturálních analýz se nejčastěji vyskytují tři základní typy nelinearit: 
1) Materiálové nelinearity, související s nelineární závislostí napětí na deformaci 
v elastické oblasti, plasticitou a creepem. 
2) Kontaktní nelinearity, jejichž podstata spočívá v rozevírání nebo zmenšování 
mezer mezi tělesy, nacházejícími se blízko u sebe. V důsledku toho se mění 
kontaktní plocha mezi tělesy a dochází ke změnám kontaktních (případně 
třecích) sil. 
3) Geometrické nelinearity, objevující se ve chvíli, kdy skutečné (deformované) 




 2.2.1 Materiálové nelinearity 
Při řešení deformačně napěťových stavů těles jsou vlastnosti reálného materiálu 
reprezentovány materiálovými charakteristikami, např. pro lineární Hookovský 
materiál (Obr. 2.2 vlevo) jsou těmito charakteristikami modul pružnosti v tahu a 
Poissonův poměr. Závislost mezi napětím a přetvořením je vyjádřena Hookovým 
zákonem, který má pro případ jednoosé napjatosti tvar 
 𝜎𝜎 = 𝐸𝐸 ∙ 𝜀𝜀 2.3 
 
kde  σ  je napětí 
Ε je modul pružnosti v tahu 
ε je délkové přetvoření 
Tato závislost platí pouze pro zatěžování tělesa v elastické oblasti zatěžování. [3] 
Jednou z typických materiálových nelinearit je situace, kdy materiál vykazuje 
jinou než lineární závislost mezi napětím a přetvořením. Hovoříme o nelineárně 
elastickém chování materiálu (Obr. 2.2 vpravo). 
 
 
Obr. 2.2 Lineárně elastický a nelineárně elastický model materiálu [5] 
 
 
Podle toho, zda při zatěžování materiálu dochází pouze k elastickým deformacím 
nebo vznikají i deformace plastické, má odlehčovací křivka v tahovém diagramu jiný 
průběh. Vyskytnou-li se pouze elastické deformace, je odlehčovací křivka totožná 
s křivkou zatěžovací (Obr. 2.2). Dojde-li ke vzniku plastických deformací, je 
odlehčovací křivka odlišná od zatěžovací křivky. Odlehčování pak probíhá elasticky po 
přímce rovnoběžné se zatěžovací křivkou v elastické oblasti. Průsečík odlehčovací 
křivky s vodorovnou osou určuje rozdělení délkového přetvoření v koncovém bodě 





Obr. 2.3 Složky délkového přetvoření [5] 
Celkové přetvoření v zatíženém stavu tělesa je dáno součtem jeho elastické a 
plastické složky dle rovnice 2.4. Odpovídající závislost σ - ε je na následujícím 
obrázku (Obr. 2.3). [17] 
 𝜀𝜀𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑒𝑒  2.4 
 
Plastizace materiálu, neboli vznik plastických deformací v materiálu, je jedna 
z dalších významných materiálových nelinearit.[3]  
2.2.2 Kontaktní nelinearity 
Úlohy, v nichž dochází ke styku dvou těles, se označují kontaktní úlohy. 
Kontaktem rozumíme styk povrchů dvou těles, při kterém dochází k jejich vzájemné 
interakci. Kontaktní úlohy jsou typicky nelineární úlohy, v určitých případech se však 
může jednat o úlohy lineární. Charakter kontaktní úlohy posuzujeme podle toho, zda se 
v průběhu zatěžování mění velikost a tvar stykové plochy, jestli dochází ke změnám 
silových poměrů, případně jsou-li doplněny smykovým třením. 
Lineární (stacionární) kontakt je takový typ kontaktu, při kterém se nemění rozsah 
stykové plochy. Příkladem takového kontaktu jsou lisované spoje, pro jejichž řešení je 
možné použít vztahy z lineární pružnosti. 
Nelineární (nestacionární) kontakty jsou takové, u nichž se v průběhu zatěžování 
mění velikost stykové plochy, závislost mezi silovou výslednicí v kontaktu a velikostí 
stykové plochy je nelineární, a může docházet ke změnám smykových tření, které jsou 
rovněž nelineární. 
Pro jednoznačný popis kontaktu mezi tělesy je nutné určit velikost a tvar 
stykových ploch, rozložení a velikost posuvů a přetvoření a dále rozložení a velikost 





 2.2.3 Geometrické nelinearity 
Geometrické nelinearity rozlišujeme dvojího charakteru. Tento typ nelinearit 
souvisí s velkými deformacemi, které mění geometrii tělesa a případně dochází i ke 
změnám parciálních derivací ve vztazích mezi posuvy a přetvořeními. 
Prvním případem jsou velké posuvy, kdy se mění rovnice rovnováhy, ale složky 
přetvoření zůstávají malé. V anglické literatuře se pro tento případ používá výraz „large 
displacement“. 
Ve druhém případě jsou kromě velkých posuvů i velké složky přetvoření, jejichž 
hodnoty se pohybují mezi 1 – 5 %. V anglické literatuře je tento případ označován 
výrazem „large strain“. 
Při simulaci procesu rovnání je výsledný posuv velký. V rámci jednotlivých 
přírustků při řešení je však úloha geometricky lineární. 
2.3 Aproximace tahového diagramu 
Pro stanovení materiálových charakteristik a popisu jeho chování se používá 
tahová zkouška. Při ní je normalizovaný vzorek materiálu natahován silou F a dochází 
k jeho protažení o Δl. S využitím rozměrů zkušebního vzorku můžeme určit napětí 
odpovídající zátěžné síle a délkové přetvoření odpovídající naměřenému protažení. 
Z tahové zkoušky získáme tahový diagram (Obr. 2.4).  V průběhu tahové zkoušky však 
dochází ke změně velikosti příčného průřezu vzorku. Proto jsou v diagramu vyneseny 
hodnoty napětí smluvní, nikoliv skutečné a diagram označujeme smluvní pracovní 
diagram. Na obrázku (Obr. 2.4) je příklad smluvního pracovního diagramu měkké oceli 
s výraznou mezí kluzu. [3] [14] 
 
Obr. 2.4 Tahový diagram měkké oceli [5] 
Při řešení deformačně napěťových stavů těles není vždy efektivní a účelné 
pracovat s přesným popisem závislosti σ – ε v celém rozsahu pracovního diagramu. 
Mnohdy je dostatečné použít pro jeho aproximaci bilineární model materiálu se 
zpevněním (Obr. 2.5 vpravo), případně jeho zjednodušenou variantu - ideálně pružně 
plastický model materiálu (Obr. 2.5 vlevo). [14] 
Bilineární model materiálu se zpevněním je v elastické oblasti popsán modulem 
pružnosti v tahu E. V plastické oblasti je míra zpevnění popsána tečným modulem 
zpevnění ET. Přechod mezi elastickou oblastí (vyznačenou na obrázku zeleně) a 




Je-li tečný modul zpevnění nulový, bude se materiál chovat ideálně pružně 
plasticky (Obr. 2.5 vlevo). Tento model chování materiálu je další zjednodušenou 
aproximací smluvního tahového diagramu. [5] [14] 
 
Obr. 2.5 Bilineární model bez a se zpevněním [5] 
 
2.4 Podmínky plasticity 
Podmínka plasticity je mezní stav, který vymezuje přechod od elastického 
k elasto – plastickému chování materiálu. Na základě dlouholetých zkušeností 
vycházejících z experimentů byly formulovány důležité vlastnosti podmínky 
plasticity [1]: 
1) „Podmínka plasticity nezávisí na hodnotě rovnoměrné složky napjatosti σo, 
dané vztahem 
 σo = 13 (σ1 + σ2 + σ3) 2.5 
2) Plocha plasticity leží na jedné straně tečné roviny v každém jejím bodě 
3) Prvotní plocha plasticity je válcová plocha: 
- která je symetrická vzhledem k rovinám určeným osou 
𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3  a osami 𝜎𝜎1, 𝜎𝜎2, 𝜎𝜎3 
- a protíná rovinu kolmou k ose 𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3 v uzavřené křivce, 
 v tzv. křivce plasticity 
4) Prvotní podmínka plasticity nezávisí na změně znaménka hlavních napětí 
5) Podmínka plasticity je určena velikostí smykového napětí �𝜏𝜏𝜌𝜌𝜌𝜌� v jistém 
řezu 𝜌𝜌𝜌𝜌“ [1] 
Graficky se podmínky plasticity znázorňují v Haighově prostoru (Obr. 2.6).  
Zatěžování tělesa je chápáno jako posloupnost napjatostí, které při vykreslení 
v Haighově prostoru tvoří dohromady zatěžovací dráhu. Podmínka plasticity je v tomto 
prostoru znázorněna plochou plasticity. Protne-li zatěžovací dráha plochu plasticity, je 







Obr. 2.6 Obecná plocha plasticity [9] 
 
Podle toho, jak je určena rovina řezu 𝜌𝜌𝜌𝜌 byly formulovány dvě základní podmínky 
plasticity. 
Podmínka plasticity maximálních smykových napětí (podmínka max τ) říká, že 
řezem 𝜌𝜌𝜌𝜌 je rovina, ve které působí maximální smykové napětí. Pro hlavní napětí, která 
jsou indexovaná dle jejich velikosti, má vyjádření této podmínky plasticity tvar [1]: 
 𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3 = 𝜎𝜎𝜌𝜌 2.6 
Tento zápis je zcela obecný a platí pro všechny typy napjatosti.  
Grafickým znázorněním podmínky max τ v Haighově prostoru (Obr. 2.7) je plášť 
šestibokého hranolu, jehož osa leží na přímce 𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3.  [1] 
 
Obr. 2.7 Podmínka max τ [33]  
 
Druhou podmínkou je podmínka plasticity HMH. Podle této podmínky nastane 






Oktaedrická rovina je taková rovina, jejíž normála svírá se všemi osami Haighova 
prostoru stejný úhel. Vyjádříme-li opět podmínku plasticity pro hlavní napětí seřazená 
stejně jako v předchozím případě dostaneme vztah [1]: 
 �12 [(𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎2)2 + (𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎3)2 + (𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎3)2] = 𝜎𝜎𝜌𝜌 2.7 
 
Tyto vztahy platí obecně pro všechny typy napjatosti. Uvažujeme-li případ 
jednoosé tahové napjatosti má podmínka plasticity HMH tvar [1]: 
 𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎𝜌𝜌 2.8 
V Haighově prostoru vyjadřuje podmínku plasticity HMH plášť válce (Obr. 2.8), 
který má osu ležící na přímce 𝜎𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 𝜎𝜎3. Tato válcová plocha je opsána plášti 
šestibokého hranolu, který znázorňuje podmínku plasticity max τ. [1] 
 
Obr. 2.8 Podmínka plasticity HMH [32] 
 
Z rovnic 2.6 a 2.7 je vidět, že posouzení podmínky plasticity je provedeno pomocí 





 2.5 Zpevnění materiálu 
Uvedené plochy plasticity náležící jednotlivým podmínkám plasticity se nazývají 
počáteční plochy plasticity, protože předpokládáme monotónní zatěžování, které 
vychází z původního nedotčeného stavu materiálu. 
Materiály vykazující zpevnění mají tu vlastnost, že při opakovaném zatěžování se 
tvar počáteční plochy plasticity může deformovat nebo posunout a hovoříme o 
následných plochách plasticity. U modelu ideálně pružně plastického materiálu, tedy 
bez zpevnění, zůstává plocha plasticity i při opakovaném zatěžování totožná s počáteční 
plochou plasticity. 
Pro popis chování materiálu při opakovaném zatěžování přes mez kluzu se 
nejčastěji používají dva modely zpevnění – kinematický a izotropní model. Izotropní 
model zpevnění je charakteristický tím, že jeho následná plocha plasticity se od prvotní 
plochy liší v tom, že se rovnoměrně rozšiřuje (Obr. 2.9). U kinematického modelu 
zpevnění na rozdíl od izotropního nemění následná plocha plasticity velikost, ale 
dochází k jejímu posuvu v prostoru (Obr. 2.10).  
Kinematický model zpevnění odpovídá více reálnému chování materiálu a 
umožňuje popsat tzv. Bauschingerův efekt. Při modelování materiálu, ve kterém 
dochází k opakované plastické deformaci, se používá kinematický model zpevnění. 
Izotropní model zpevnění lze použít pouze pro monotónní zatěžování. [11] 
 
Obr. 2.9 Izotropní zpevnění materiálu [5] 
 





2.6 Namáhání tyčí prostým ohybem 
Během procesu rovnání na válcové rovnačce je materiál opakovaně zatížen 
ohybovým momentem požadované velikosti tak, že dojde k překročení podmínky 
plasticity. Při odlehčení vzniká v materiálu zbytkové napětí, jehož význam a podstata 
vzniku budou dále vysvětleny. Opakovaným zatížením během procesu rovnání dochází 
k přerozdělení zbytkového napětí a mění se křivost materiálu procházejícího rovnačkou. 
Při průchodu tyče rovnačkou působí válce rovnačky na tyč osamělými silami, které 
vyvolají ohybový moment. [13] 
Pro zjednodušený popis zatěžování, ke kterému dochází během procesu rovnání, 
budeme uvažovat prutové těleso zatížené ohybovým momentem, jehož materiál 
vykazuje ideálně pružně plastické chování. [13] 
Při prostém ohybu vzniká v materiálu jednoosá napjatost. To znamená, že jediné 
nenulové napětí v příčném průřezu je normálové napětí. Toto napětí má po výšce 
průřezu lineární průběh a jeho extrémní hodnoty jsou na horním a dolním okraji 
průřezu. Nulové hodnoty napětí jsou na neutrální ose, která prochází těžištěm průřezu. 
 
 
Obr. 2.11 Rozložení napětí po průřezu při ohybu [4] 
  
Je-li prutové těleso zatíženo ohybovým momentem tak, aby nebyla překročena 
podmínka plasticity, dochází v materiálu pouze k elastickým deformacím. V příčném 
průřezu je při tomto zatížení závislost mezi přetvořením a napětím lineární. Rozložení 
napětí je znázorněno na obrázku (Obr. 2.11 A). Při určení velikosti napětí v určité 
vzdálenosti a od neutrální osy příčného průřezu lze využít následující vztahy [13]: 
 𝜀𝜀1 = 𝑎𝑎𝜌𝜌,    𝜎𝜎1 = 𝐸𝐸 ∙ 𝜀𝜀1 = 𝐸𝐸 ∙ 𝑎𝑎𝜌𝜌 2.9 
kde ρ je poloměr zakřivení střední vrstvy a E je modul pružnosti v tahu. Z tohoto 
vztahu se při dosazení 𝑎𝑎 = ℎ
2
 určí také extrémní hodnota napětí v průřezu. Závislost 
mezi extrémní hodnotou napětí v příčném průřezu a velikostí vnějšího ohybového 
momentu je dána vztahem [13]: 




 kde pro obdélníkový průřez je průřezový modul v ohybu 𝑊𝑊𝑡𝑡 = 𝑏𝑏ℎ26 . Z rovnice 2.10 
je možné určit velikost ohybového momentu potřebného k dosažení podmínky 
plasticity, tedy stavu kdy extrémní hodnoty napětí v průřezu budou rovny mezi kluzu a 
v povrchových vrstvách začíná vznikat plastická deformace. Průběh napětí po výšce 
průřezu pro tento mezní případ je znázorněn na obrázku (Obr. 2.11 B). Po vyjádření 
odpovídajícího ohybového momentu z rovnice 2.10 a dosazení dostáváme [13]: 
 𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜎𝜎𝜌𝜌  ∙ 𝑏𝑏ℎ26  2.11 
Zvětšujeme-li dále vnější ohybový moment, dochází k plastickým deformacím 
v dalších vrstvách dále od povrchu směrem k neutrální ose, přičemž středové vrstvy 
zůstávají v elastickém stavu (průběh napětí je na Obr. 2.11 C). Na základě integrálního 
přístupu lze vyjádřit vztah pro velikost ohybového momentu MOEP odpovídajícího dané 
tloušťce elastického jádra e (Obr. 2.11 C). Výsledný tvar vztahu je [1]: 
 𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 = 𝜎𝜎𝜌𝜌  ∙ 𝑏𝑏ℎ26 ∙ 12 �3 − �ℎ1ℎ �2� 2.12 
kde ℎ1 = 𝑒𝑒2 je polovina výšky elastického jádra. Je-li tloušťka elastického jádra 
nulová, dojde ke zplastizování celého průřezu. Tento stav je při použití ideálně pružně 
plastického materiálu označován jako plastický kloub (Obr. 2.11 D) a pokud vede ke 
změně pohyblivosti soustavy, pak se označuje jako mezní stav plastické únosnosti. 
Ohybový moment, který tento stav způsobí se určí po dosazení nulové výšky 
elastického jádra do rovnice 2.12 a obdržíme[13]: 






2.7 Reziduální napětí 
Odlehčování tělesa zatíženého vnějším ohybovým momentem tak, že jeho příčný 
průřez je částečně zplastizován, se řídí Hookovým zákonem a probíhá 
elasticky (Obr. 2.3). Během odlehčování se vlákna v elastické části průřezu vrací do své 
původní konfigurace. V části příčného průřezu, kde došlo k plastickým deformacím, 
zůstávají vlákna nevratně deformována a nemohou se vrátit do původního stavu.  
Kdyby se materiál při zatížení stejným ohybovým momentem choval elasticky, 
bude mít napětí po průřezu σE lineární průběh (Obr. 2.12 uprostřed). Při odlehčování 
z elasto – plastického stavu se materiál chová elasticky a odečítá se fiktivní elastická 
napjatost σE od napjatosti elasto – plastické. Po úplném odlehčení zůstává v materiálu 
zbytkové (reziduální) napětí, jehož velikost můžeme vyjádřit rovnicí 2.14: 
 𝜎𝜎𝑅𝑅𝐸𝐸𝑅𝑅 = 𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸 − 𝜎𝜎𝐸𝐸  2.14 
kde 𝜎𝜎𝑅𝑅𝐸𝐸𝑅𝑅 je zbytkové napětí 
  𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸 je skutečné napětí při maximálním vnějším zatížení 
  𝜎𝜎𝐸𝐸  je fiktivní elastická napjatost při tomtéž vnějším zatížení 
Názorné vykreslení průběhu zbytkového napětí po výšce příčného průřezu je na 
následujícím obrázku (Obr. 2.12). Vlákna na horním okraji průřezu byla při zatížení 
natahována a po odlehčení zde vzniká tlakové zbytkové napětí. V místech, kde byla 
vlákna stlačována, vzniká naopak po odlehčení napětí tahové. [13] [17] 
Při opakovaném zatížení prutového tělesa stejným ohybovým momentem jako 
v prvním případě dojde k plastické deformaci při vyšší hodnotě ohybového momentu 
než v prvním případě. To je způsobeno právě tím, že existující zbytkové napětí 
v materiálu se odečítá od napětí působícího vlivem opakovaného zatížení. [13] 
 







 2.8 Válcová rovnačka 
Rovnací stroje jsou používány v několika variantách provedení a slouží 
k odstranění nežádoucí křivosti válcovaného materiálu, stejně jako k jeho cílenému 
zakřivení. Uplatní se zejména přímo ve válcovnách, ale také v podnicích, které se 
zabývají tvářením materiálu. [30] 
Jejich hlavní předností je vysoká tuhost a snadná seřiditelnost. Podle typu 
provedení lze jednotlivé hřídele individuálně přestavovat v horizontálním nebo 
vertikálním směru. Rovnací stroje lze doplnit výškovým stavěním celého stroje, 
pojezdem nebo zařízením umožňující rychlou výměnu rovnacích kalibrů. Rovnací stroje 
mohou být součástí profilových tratí nebo mohou být umístěny samostatně. [30] 
Válcové rovnačky se používají k rovnání pásů, plechů a profilů. Rovnačky 
vhodné pro jednotlivé typy rovnaného materiálu se liší podle počtu a uspořádání válců. 
Při rovnání plechů s tloušťkou větší než 4 mm se používají rovnačky s 9 – 11 válci, 
rovnání tenčích pásů a plechů se provádí na rovnačkách s 13 -23 válci. Válce rovnačky 
jsou uspořádány do horní a dolní sekce. Rovnačky, jejichž horní sekce válců je 
rovnoběžná se spodní sekcí (Obr. 2.14), slouží k rovnání pásů o tloušťce větší než 
12 mm a předrovnání plechů. Tenké plechy a pásy s tloušťkou menší než 4 mm se 
rovnají na válcových rovnačkách, jejichž horní sekce je zešikmená vůči sekci 
spodní (Obr. 2.13). [16]  
Pro rovnání profilů se používá válcová rovnačka se 7 – 9 válci. Horní a dolní 
sekce jsou zešikmené. [16] 
 
Obr. 2.13 Uspořádání zešikmených sekcí válců [4] 
 




Podstata rovnání na válcových rovnačkách je založena na opakovaném ohybu 
materiálu v obou směrech. K rovnání materiálu dochází díky tomu, že na materiál 
působí při průchodu rovnačkou střídavě orientovaný ohybový moment proti momentům 
vnitřních sil v materiálu. Konkrétní hodnoty ohybového momentu jsou nastavovány 
posuvy jednotlivých válců horní sekce (Obr. 2.15).  [16] 
Mezi prvními třemi válci (válce A, B, C na Obr. 2.15) je materiál zatížen 
největším ohybovým momentem, způsobujícím plastizaci příčného průřezu. Typické 
nastavení rovnaček je takové, že při každém dalším opakovaném zatížení velikost 
ohybového momentu klesá. [16] 
Válcové rovnačky na profily jsou charakterizovány několika základními 
parametry: 
- Počet rovnacích válců    n [-] 
- Průměr válců rovnačky   D [mm] 
- Rozteč válců      t [mm] 
- Kvadratický osový moment průřezu  Jy [mm4] 
- Tvar a rozměry profilu  
 
 







 2.9 Výběr odborných článků s problematikou rovnání 
Výpočtovému modelování rovnacích operací dlouhých vývalků se věnuje mnoho 
výzkumných pracovišť po celém světě. Často se jedná o aplikace na rovnání kolejnic, 
případně drátů či obecných profilů. Své výsledky prezentují na mezinárodních 
konferencích a v odborných časopisech. 
Pro ukázku bylo vybráno několik publikovaných článků týkajících se 
problematiky rovnání kolejnic, které jsou uvedeny chronologicky dle data publikování.  
Článek [22] popisuje analýzu zbytkových napětí během procesu rovnání kolejnice 
typu UIC 60. Pro rovnání byla použita válcová rovnačka s 9 válci. Horní řada válců byla 
pevně uchycena, spodním válcům byly předepsány posuvy. Bylo vytvořeno několik 
výpočtových modelů:  
- jednorozměrný model prutového tělesa s profilem ve tvaru I se stejným 
kvadratickým osovým momentem průřezu jako kolejnice UIC 60 
- dvojrozměrný model úseku kolejnice, zatěžovaný opakovaně tříbodovým 
ohybem realizovaným pomocí válců ve stejné konfiguraci jako je tomu při 
průchodu válcovou rovnačkou 
- trojrozměrný prostorový model pro verifikaci modelu rovinného 
Článek [23] se zabývá rovnáním kolejnice pomocí devíti horizontálních válců a 
následně 8 vertikálních válců. 
Článek [24] shrnuje faktory ovlivňující proces rovnání kolejnice U75V při 
průchodu válcovou rovnačkou. Ta je sestavena z 9 válců, přičemž horní řada má 
předepsány posuvy a spodní řada válců je pevně uchycena. Výpočtová simulace rovnání 
zohledňuje mimo jiné teplotu kolejnice po výrobě válcováním za tepla a následném 
ochlazování. 
Článek [25] shrnuje průběhy zbytkového napětí po výšce různých typů 
kolejnic ( U75V, U71Mn, U75VM a U76CrRE) po rovnání válcovou rovnačkou. 
Články [26] a [27] se zabývají popisem rychlého algoritmu pro rovnání. Tento 
algoritmus vychází z metody konečných prvků a používá Eulerovský popis toku 
materiálu. Výsledky programu fungujícího na principu navrženého algoritmu jsou 
srovnány s hodnotami publikovanými v článku [21]. 
Článek [28] srovnává výsledný průběh zbytkového napětí po výšce kolejnice typu 
UIC 60 stanovený užitím rychlého algoritmu pro rovnání s výsledky deformačně 












 3 POUŽITÉ METODY ŘEŠENÍ 
Pro řešení formulovaných úloh jsou použity metody uvedené v zadání diplomové 
práce – jmenovitě metoda konečných prvků a algoritmus navržený na principu 
Eulerovského popisu pohybu kontinua. 
3.1 Metoda konečných prvků 
Podstata metody konečných prvků spočívá v rozdělení vyšetřované oblasti na 
prvky konečných rozměrů. Ty mají společné uzly (Obr. 3.1), kterými jsou spojeny. 
V nich jsou definovány neznámé parametry označované jako stupně volnosti. Funkční 
závislost mezi neznámými parametry v prvcích a uzlech je dána bázovými funkcemi. To 
značně zjednoduší matematický popis složitých tvarů a nahradí ho popisem základních 
geometrických tvarů například obdélníků, trojúhelníků nebo čtyřúhelníků. Tím je 
nahrazena úloha hledání spojitých funkcí určováním konečného počtu neznámých 
parametrů, jimiž se hledané funkce aproximují. Tato úprava je označována jako 
diskretizace spojitého problému. Diskrétní problém je následně řešitelný algebraickými 
prostředky v konečném počtu kroků pomocí výpočetní techniky. [31] [15] 
 
Obr. 3.1 Konečné prvky a uzly [31] 
 
Při řešení deformačně napěťových stavů těles je sestaven systém 15 rovnic 
(rovnice rovnováhy, geometrické rovnice a konstitutivní vztahy), doplněný okrajovými 
podmínkami. Řešením této soustavy rovnic je určení 15 neznámých funkcí posuvů, 
přetvoření a napětí. Je dokázáno, že pokud je nalezeno řešení této soustavy rovnic, je 
toto řešení jediné. Existují však různé způsoby, jak řešení soustavy najít. [15] 
Základní přístupy k řešení soustavy rovnic lze rozdělit dle několika kritérií. Z 
hlediska matematického popisu problému rozlišujeme přístupy na diferenciální a 
variační. Diferenciální přístup spočívá v sestavení soustavy diferenciálních rovnic. 
Variační přístup vychází ze zjištění, že procesy probíhající v přírodě mají takový děj, že 
ze všech možností, které mohou nastat, se realizují procesy minimalizované. Princip 
tohoto přístupu tedy spočívá v hledání funkcí, pro které nabývá funkcionál stacionární 
hodnoty. Variační přístup je označován jako energetický a je používán především ve 
spojení s numerickými metodami a MKP. [15] 
Podle výběru nezávislých neznámých funkcí pružnosti rozlišujeme variantu 
deformační, silovou a smíšenou. V základním systému 15 rovnic, který je sestaven při 
řešení deformačně napěťových stavů těles vystupují různé typy neznámých funkcí 
(například posuvy nebo napětí). Postupným vzájemným dosazováním obecných rovnic 




neznámých funkcí se po úpravách vyskytuje, hovoříme buď o deformačním přístupu 
(neznámé jsou složky posuvů), silovém přístupu (neznámé jsou složky napětí) nebo 
smíšeném přístupu (neznámé jsou složky posuvů i napětí). [15]  
Při realizaci řešení je možné použít buď řešení analytické nebo numerické. Je-li 
úloha řešena analyticky, je cílem nalezení řešení ve tvaru spojitých funkcí za použití 
metod matematické analýzy. Numerické řešení spočívá v diskretizaci spojitého 
problému, popsané v jednom z předchozích odstavců, a řešení soustavy algebraických 
rovnic. [15] 
V dnešní době je použití MKP jako numerické metody v drtivé většině případů 
realizováno užitím variační formulace a deformačního přístupu. Hovoříme o deformační 
variantě MKP. Primární neznámé funkce jsou funkce posuvů. [15]  
Východiskem pro deformační variantu MKP je Lagrangeův variační princip. Jeho 
slovní vyjádření je následující [15]: „Mezi všemi funkcemi posuvů, které zachovávají 
spojitost tělesa a splňují geometrické okrajové podmínky, se realizují ty, které udílejí 
celkové potenciální energii Π stacionární hodnotu.“ Je dokázáno, že tato stacionární 
hodnota existuje a je zároveň minimem funkcionálu Π. 
Celkovou potenciální energii Π lze vyjádřit rovnicí 3.1 jako rozdíl energie 
napjatosti W a potenciálu vnějšího zatížení P. [15] 
 𝛱𝛱 = 𝑊𝑊 −𝑃𝑃 3.1 
Energie napjatosti je dána vztahem [15]  
 𝑊𝑊 = 12 � 𝝈𝝈𝑇𝑇 . 𝜺𝜺.𝑑𝑑𝑑𝑑
𝛺𝛺
 3.2 
V tomto vztahu vystupují následující sloupcové matice: 
- přetvoření   𝜀𝜀𝑇𝑇 = [𝜀𝜀𝑒𝑒, 𝜀𝜀𝑦𝑦 , 𝜀𝜀𝑧𝑧, 𝛾𝛾𝑒𝑒𝑦𝑦 , 𝛾𝛾𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝛾𝛾𝑧𝑧𝑒𝑒] 
- napětí   𝜎𝜎𝑇𝑇 = [𝜎𝜎𝑒𝑒,𝜎𝜎𝑦𝑦 ,𝜎𝜎𝑧𝑧, 𝜏𝜏𝑒𝑒𝑦𝑦 , 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑧𝑧, 𝜏𝜏𝑧𝑧𝑒𝑒] 
Pro potenciál vnějšího zatížení platí vztah [15]: 





Sloupcové matice v uvedeném vztahu vyjadřují: 
- posuvy   𝑢𝑢𝑇𝑇 = [𝑢𝑢, 𝑣𝑣,𝑤𝑤] 
- objemové zatížení  𝑜𝑜𝑇𝑇 = [𝑜𝑜𝑒𝑒 , 𝑜𝑜𝑦𝑦 , 𝑜𝑜𝑧𝑧 , ] 
- plošné zatížení  𝑝𝑝𝑇𝑇 = [𝑝𝑝𝑒𝑒 ,𝑝𝑝𝑦𝑦 , 𝑝𝑝𝑧𝑧, ] 
Po sestavení globální matice tuhosti lze celkovou energii napjatosti vyjádřit 
vztahem [15]: 




 Podobně po vyjádření celkové matice zatížení F lze celkový potenciál vnějšího 
zatížení zapsat vztahem [15]: 
 𝑃𝑃 = 𝑼𝑼𝑇𝑇 .𝑭𝑭 3.5 
 
Dosadíme-li rovnice 3.4 a 3.5 do vztahu pro celkovou potenciální energii Π 
(rovnice 3.1), obdržíme 
 𝛱𝛱 = 12𝑼𝑼𝑇𝑇 .𝑲𝑲.𝑼𝑼 −𝑼𝑼𝑇𝑇 .𝑭𝑭 3.6 
Stacionární hodnotu funkcionálu Π obdržíme dle Lagrangeova variačního 




= 0 3.7 
Z parciálních derivací obdržíme soustavu lineárních rovnic [15]: 
 𝑲𝑲.𝑼𝑼 = 𝑭𝑭 3.8 
Tento vztah se nazývá základní rovnice metody konečných prvků. [15] 
Výpočty řešených úloh metodou konečných prvků jsou realizovány 
v programovém systému  ANSYS. Ten umožňuje řešit značné množství různých 
analýz, zejména strukturální, termodynamické, akustické, analýzy proudění kontinua a 
další. Jedná se o obecně nelineární program využívající zde popsanou deformační 
variantu MKP. [30] 
3.2 Algoritmus na principu Eulerovského popisu pohybu 
kontinua 
Dále popisovaný algoritmus byl vyvinut na Ústavu mechaniky těles, 
mechatroniky a biomechaniky prof. Petruškou a Ing. Návratem PhD. a jeho základní 
vztahy a popis byly převzaty z literatury [28]. 
3.2.1 Vstupní předpoklady 
Algoritmus je navržen pro válcovou rovnačku s 9 válci. Válce ve spodní sekci 
rovnačky mají pevnou polohu, kterou není možné nijak měnit. Válce v horní sekci jsou 
vertikálně stavitelné, čímž se zajistí správné velikosti působících ohybových momentů 
v průběhu rovnání. Předpokládá se, že ke kontaktu mezi válci a rovnaným profilem 
dochází v jednom bodě. Rovnaný profil je modelován jako prutové těleso 
reprezentované střednicí a příčným průřezem. Jsou použity bilineární model materiálu s 
kinematickým zpevněním a von Misesova podmínka plasticity. Vstupní a výstupní 
parametry jsou stejné jako v případě řešení Lagrangeovského přístupu a jsou uvedeny 





3.2.2 Základní rovnice a postup řešení 
Algoritmus je založen na iterativním řešení linearizované rovnice 3.9. 
 𝐾𝐾𝑇𝑇,𝑖𝑖−1 ∙ ∆𝑈𝑈𝑖𝑖 = 𝑅𝑅𝑖𝑖−1 3.9 
 𝑈𝑈𝑖𝑖 = 𝑈𝑈𝑖𝑖−1 + ∆𝑈𝑈𝑖𝑖 3.10 
kde R je matice reziduálních posouvajících sil a ohybových momentů a KT je 
matice tečné tuhosti. Matice KT je sestavena z lokálních tečných prvkových matic 
tuhosti dvou uzlů prutového prvku (Obr. 3.3), jehož neznámé parametry v uzlech jsou 
posuv w a natočení ϕ. Jejich aproximace je vyjádřena rovnicí 3.11. 
 𝑤𝑤(𝑥𝑥) = [𝑁𝑁1 𝑁𝑁2 𝑁𝑁3 𝑁𝑁4] ∙ �𝑤𝑤1ϕ1𝑤𝑤2
ϕ2
� 3.11 
Křivost po délce prutového prvku je pak určena ze vztahu 3.12. 














K popisu průchodu rovnaného profilu rovnačkou je použit Eulerovský popis 
pohybu kontinua. Materiál prochází skrz síť prutových prvků, které mají svou pevnou 
polohu v prostoru. Rovnaný profil je rozdělen po výšce příčného průřezu na jednotlivé 
podélné vrstvy reprezentované v průřezu obdélníkovými pruhy (Obr. 3.3). Historie 
zatěžování každého pruhu je vždy zaznamenána v rámci celé sítě, tedy od prvního uzlu 
vlevo až do koncového uzlu na pravé straně (Obr. 3.2). 
 
 







Obr. 3.3 Profil kolejnice UIC 60 a prutový prvek [28] 
 
Při posuvu materiálu (průřezu) mezi uzly I a J v rámci jednoho prvku dochází ke 
změně křivosti a přetvoření. Změna křivosti je dána vztahem 3.13, závislost změny 
přetvoření vyjadřuje vztah 3.14. 
 ∆𝑘𝑘 = 𝑘𝑘𝐽𝐽 − 𝑘𝑘𝐼𝐼 3.13 
 ∆𝜀𝜀 = −∆𝑘𝑘 ∙ 𝑧𝑧 3.14 
Při vyhodnocení napětí v každém pruhu po průřezu, s ohledem na nelineární 
chování materiálu, se vychází z testovací hodnoty napětí dané vztahem 3.15. 
 𝜎𝜎𝐽𝐽 = 𝜎𝜎𝐼𝐼 + 𝐸𝐸 ∙ ∆𝜖𝜖 3.15 
Následně je provedena korekce testovacího napětí v souladu s elasto – plastickým 
chováním materiálu pomocí algoritmu publikovaného v [5]. Tímto postupem je získáno 
rozložení elastického a plastického přetvoření a napětí v jakémkoliv příčném průřezu po 
délce rovnaného profilu. V prvním uzlu je uvažováno rozložení napětí po průřezu 
odpovídající počáteční křivosti profilu. Hodnoty v posledním uzlu koncového elementu 
pro zkonvergované řešení odpovídají reziduálnímu napětí a zakřivení profilu 
vystupujícího z rovnačky. [28] 
Na základě získaného rozložení napětí je korigován ohybový moment podle 
vztahu 3.16.  
 𝑀𝑀𝐾𝐾𝐾𝐾𝑅𝑅 = �𝜎𝜎(𝑧𝑧) ∙ 𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑 3.16 
Z tohoto vztahu je stanovena matice reziduálních zatížení Ri pro další iterační 
krok. Obdobným způsobem je dle [5] modifikována matice tuhosti prvků, které jsou 
v místech, kde dochází k plastické deformaci. Následně je sestavena nová matice tečné 
tuhosti KTi pro další iteraci. Následně jsou ověřena kritéria konvergence a výpočet je 












 4 VÝPOČTOVÁ SIMULACE PROCESU ROVNÁNÍ TYČE 
OBDÉLNÍKOVÉHO PRŮŘEZU 
4.1 Zadání úlohy 
Cílem této kapitoly je provedení výpočtové simulace procesu rovnání tyče 
obdélníkového průřezu programem ANSYS a pomocí rychlého algoritmu pro rovnání a 
srovnání výsledků obou metod. Rovnání je provedeno jak pro ideálně pružně plastický 
materiál, tak i materiál se zpevněním a dále je ukázána možnost optimalizace pomocí 
rychlého algoritmu. 
Rovnaná tyč má obdélníkový průřez, jehož kvadratický osový moment je stejný 
jako kvadratický osový moment symetrické poloviny průřezu kolejnice UIC 60. Při 
stanovení rozměrů příčného průřezu vyjdeme z hodnot kvadratických osových momentů 
symetrické poloviny průřezu kolejnice UIC 60 a známých vztahů pro jejich určení u 
obdélníkového průřezu (rovnice 4.1 a 4.2). 
Jx = 15 477 670,35 mm4 
Jy = 1 040 327,154 mm4 
 
Obr. 4.1 Příčné průřezy kolejnice UIC 60 a nosníku 
 
 𝐽𝐽𝑒𝑒 = 𝑏𝑏ℎ312  4.1 
 𝐽𝐽𝑦𝑦 = ℎ𝑏𝑏312  4.2 
 
Z řešení soustavy rovnic 4.1 a 4.2 byly určeny následující rozměry obdélníkového 
průřezu: 







Materiálové charakteristiky rovnané tyče jsou následující: 
- Mez kluzu    525   MPa 
- Modul pružnosti v tahu  210 000  MPa 
- Tečný modul zpevnění  0   MPa 
- Poissonův poměr   0,3 
- Vstupní poloměr křivosti  63  m 
Základní parametry použité válcové rovnačky jsou: 
- Počet rovnacích válců   9 
- Průměr válců rovnačky   1000 [mm] 
- Rozteč válců    900  [mm] 
- Posuvy válců   𝑤𝑤𝐵𝐵 = 8, 𝑤𝑤𝐷𝐷 = 6,  𝑤𝑤𝐹𝐹 = 4,  𝑤𝑤𝐻𝐻 = 1 [𝑚𝑚𝑚𝑚] 
 
 
Obr. 4.2 Schéma procesu rovnání [28] 
 
K řešení je použit programový systém ANSYS využívající deformační variantu 
MKP a program pracující na principu algoritmu popsaném v kapitole 3.2, který je 
vytvořen v programovém systému MATLAB. 
Vzhledem k tomu, že řešení programem ANSYS je časově velmi náročné, je 
zvolen model tříbodového ohybu bez pohybu nosníku, abychom na této časově 
nenáročné úloze ukázali, jakou síť musíme použít při řešení rovnání tyče. Jedním 
z rozdílů mezi MKP a rychlým algoritmem je způsob modelování kontaktu, neboli jak 
kontaktní napjatost ovlivní zbytková napětí u povrchu rovnaného materiálu. Tento vliv 
lze ukázat srovnáním rozložení napětí u horního a dolního povrchu nosníku. 
4.2 Tříbodový ohyb nosníku 
4.2.1 Zadání 
Model tříbodového ohybu nosníku je navržen tak, aby odpovídal zatížení 
rovnaného materiálu mezi prvními třemi válci rovnačky. Délka nosníku je 180 cm a 
odpovídá dvěma roztečím válců rovnačky. Nosník je na okrajích vetknutý a uprostřed 
na něj dosedá válec o průměru 1 m, kterému je předepsán posuv tak, aby došlo po 
zatížení k průhybu nosníku. Hodnota posuvu je zvolena 8 mm, což odpovídá přesazení 






 4.2.2 Tvorba výpočtového modelu 
Model geometrie je složen z nosníku o délce 180 cm a průřezu 164 x 42 milimetrů 
a válce o průměru 1 m, který je modelován jako dokonale tuhé těleso a dotýká se 
nosníku v jeho polovině. Je použit ideálně pružně plastický model materiálu, jehož mez 
kluzu je σk = 525 MPa, modul pružnosti v tahu 𝐸𝐸 = 210 000 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑎𝑎 a Poissonův poměr 
µ = 0,3. Pro vytvoření sítě jsou použity lineární prvky typu SOLID 185. 
Nosník je na obou koncích vetknutý. V prvním zatěžovacím kroku je předepsán 
válci posuv o 8 mm dolů ve vertikálním směru, při odlehčení je válec posunut o 9 mm 
zpět nahoru tak, aby se v konečné poloze nedotýkal nosníku. 
 
Obr. 4.3 Úsek nosníku zatěžovaný tříbodovým ohybem 
 
Postupnými změnami počtu prvků po výšce a šířce průřezu a po délce nosníku je 
hledána optimální síť prvků. Tabulka 1 obsahuje přehled všech variant. Výchozí 
varianta sítě má 10 dělení po výšce a 5 dělení po šířce průřezu. Výchozí rozměr prvků 
po délce nosníku je 8 mm. 
Ze všech variant, lišících se postupnými změnami hustoty sítě v jednotlivých 
směrech, je vyhodnocen průběh zbytkového napětí v příčném průřezu uprostřed nosníku 
pod dosedajícím válcem. Podle jeho rozdílného průběhu u jednotlivých variant je 
postupně vyhodnocen vliv počtu dělení po výšce, šířce a délce.  
Tabulka 1 Přehled variant dělení sítě prvků 
 Počet dělení po průřezu (výška x šířka) a po délce  
Výška 10x5 12x5 14x5 16x5 20x5 24x5 28x5 30x5 34x5 délka 8mm 
Šířka 16x2 16x3 16x4 16x5 16x6 16x7    délka 8mm 




4.2.3 Prezentace a vyhodnocení výsledků  
Srovnání průběhu zbytkového napětí po výšce vyhodnocovaného příčného 
průřezu je v následujícím grafu (Obr. 4.4). V tomto případě jsou vykresleny průběhy 
napětí pro různé hustoty dělení po výšce průřezu. 
 
Obr. 4.4 Průběh zbytkového napětí - vliv dělení po výšce 
 
Z grafu je patrné, že v případě použití menšího počtu dělení než 14 vykazují průběhy 
napětí jisté odchylky. Při použití počtu dělení v rozmezí 16 – 28 prvků jsou průběhy 
napětí srovnatelné. Nejhustší varianty dělení (30 a 34 dělení) vykazují naprosto 
identický průběh. Abychom snížili časovou náročnost výpočtů v dalších krocích, 
budeme dále používat 16 dělení po výšce průřezu. 
V následujícím grafu (Obr. 4.5) je vynesen průběh zbytkového napětí pro 
jednotlivé varianty dělení sítě po šířce. Z grafu vyplývá, že změna dělení sítě po šířce 
nemá na přesnost řešení zásadní vliv. Pro další výpočty je zvoleno 5 dělení po šířce 
průřezu. 
Průběh zbytkového napětí pro varianty dělení po délce nosníku je vykreslen 
v grafu (Obr. 4.6). Z grafu je patrné, že změna dělení sítě po délce nosníku nemá na 
přesnost řešení zásadní vliv. Pro další výpočty je zvolena délka prvků v podélném 
směru nosníku 7 mm. 
Z uvedených grafů vyplývá, že jediný zásadní vliv na přesnost průběhu 
zbytkového napětí má počet dělení po výšce průřezu. Hustota sítě v ostatních směrech 
má minimální vliv na přesnost řešení. Na základě tohoto rozboru je pro další výpočty 
použita síť s 16 děleními po výšce průřezu, 5 děleními po šířce a délkou prvků 
v podélném směru nosníku 7 mm. Pro názornost je detail této sítě vykreslen 
















Obr. 4.7 Optimální hustota sítě 
Pro tuto variantu sítě, se kterou budeme pracovat dále, je v zatíženém stavu 
vykresleno rozložení redukovaného napětí (Obr. 4.8) a deformace (Obr. 4.9). V dalším 
grafu (Obr. 4.10) je vykreslen průběh normálového a redukovaného napětí po výšce 
průřezu pod válcem v zatíženém stavu a průběh zbytkového napětí po výšce tohoto 
průřezu v odlehčeném stavu.  
Z průběhu redukovaného napětí vyneseného v grafu (Obr. 4.10) je vidět, že příčný 
průřez je vlivem zatížení zplastizován do hloubky 40 mm od obou povrchů, celkem tedy 
z jedné poloviny.  
 















Průběh redukovaného napětí u horního a dolního okraje v grafu (Obr. 4.10) je 
mírně odlišný. Ve zplastizované oblasti průřezu u horního povrchu nosníku nemá 
redukované napětí konstantní hodnotu jako je tomu u spodního povrchu. Důvodem je 
odlišný typ napjatosti u horního povrchu nosníku v místě, kde na něj dosedá válec. U 
spodního povrchu nosníku vzniká jednoosá napjatost a jediné nenulové napětí je 
v podélném směru nosníku. Vlákna materiálu jsou natahována. U horního povrchu 
vzniká vlivem kontaktní nelinearity napjatost trojosá. To se projevuje i na průběhu 
normálového napětí, jehož hodnota ve zplastizované části průřezu u horního povrchu je 
proměnlivá, na rozdíl od povrchu spodního. Průběh zbytkového napětí odpovídá 
přibližně očekávanému tvaru křivky, uvedenému v kapitole 2.7. Hlavním rozdílem 
v průběhu zbytkového napětí jsou odlišné absolutní hodnoty napětí na obou površích. 
Jejich rozdíl je okolo 20 %. 
 
Obr. 4.11 Průběhy normálových napětí 
 
Z průběhu normálových napětí v grafu (Obr. 4.11) je vidět, že napětí 𝜎𝜎𝑋𝑋 
v podélném směru je ovlivněno kontaktem v celé zplastizované části u horního povrchu 
nosníku. Totéž platí velmi významně pro složku napětí 𝜎𝜎𝑌𝑌 a méně významně pro složku 
napětí 𝜎𝜎𝑅𝑅. Napětí ve třetím směru 𝜎𝜎𝑅𝑅 má nenulové hodnoty přibližně do hloubky 50 mm 
pod horní povrch nosníku. Lze tedy říci, že jednoosá napjatost je ve vláknech materiálu 
do vzdálenosti 40 - 45 mm od dolního povrchu nosníku, kde jediným nenulovým 
napětím je napětí 𝜎𝜎𝑋𝑋. 
Na obrázcích Obr. 4.12 - Obr. 4.14 je zobrazena kontaktní plocha mezi válcem a 
nosníkem, rozložení kontaktního napětí a hodnoty penetrace v kontaktu. Maximální 
hodnota kontaktního tlaku je 812 MPa a maximální hodnota penetrace je 0,02 mm. 







Obr. 4.12 Kontaktní plocha 
 
Obr. 4.13 Rozložení kontaktního tlaku 
 




4.3 Výpočtový model procesu rovnání pomocí MKP 
Na základě analyzování modelu tříbodového ohybu nosníku přistoupíme 
k výpočtové simulaci procesu rovnání. 
Model geometrie (Obr. 4.15) je složen z 9 rovnacích válců a tyče obdélníkového 
průřezu, jehož rozměry byly stanoveny v úvodu této kapitoly. Model rovnané tyče je 
složen ze tří částí označených písmeny A, B a C (Obr. 4.16). První část A představuje 
rovný zaváděcí úsek tyče o délce 8,7 m, nacházející se mezi válci rovnačky, které se ho 
pouze dotýkají. Navazující referenční úsek B (odpovídající úseku, který je zatížen při 
průchodu rovnačkou tříbodovým ohybem) je dlouhý 1,8 m a v jeho středovém příčném 
průřezu jsou dále vyhodnoceny výstupní veličiny. Úsek B, stejně jako koncový úsek C, 
je zakřivený a toto zakřivení odpovídá kružnici o poloměru rovnému vstupní křivosti 
tyče. Úsek C je dlouhý 7,9 m. Válce jsou modelovány jako dokonale tuhá tělesa. 
Kontakt mezi válci a rovnanou tyčí je uvažován bez tření a válce nerotují. Při výpočtu 
byl použit kontaktní algoritmus Augmented Lagrange. 
 
Obr. 4.15 Model geometrie procesu rovnání 
Simulace procesu rovnání se skládá ze dvou kroků. V prvním kroku jsou válce 
v horní sekci rovnačky spuštěny proti směru osy y o hodnoty uvedené v zadání úlohy, 
čímž dojde ke zdeformování zaváděcího úseku tyče. Ve druhém kroku je konci tyče na 
výstupu z rovnačky předepsán posuv v podélném směru o 9,7 m, který zajistí, že celý 
referenční úsek B projde rovnačkou. Jelikož uvažujeme, že průřez vytvořeného modelu 
tyče odpovídá polovině průřezu kolejnice, je v uzlech ležících na svislém povrchu tyče 
v rovině symetrie XY předepsán nulový posuv ve směru osy Z.  
Pro diskretizaci úlohy jsou použity prvky typu SOLID 185. V referenčním 
úseku B jsou použity rozměry konečných prvků, stanovené v předchozí kapitole, tedy 
16 dělení po výšce, 5 po šířce a délka prvku v podélném směru tyče 7 mm. V zaváděcím 
úseku A a koncovém úseku C je dělení po průřezu zachováno. Po délce těchto dvou 
úseků je realizováno šest variant hustoty sítě s počty dělení 70, 80, 90, 120, 130, 140. 
Dělení po délce je v úseku A i C v každé variantě stejné. Dělení není rovnoměrné, ale 
směrem od referenčního úseku B k oběma koncům tyče se délka prvku zvětšuje. Detail 
















4.4 Prezentace a vyhodnocení výsledků rovnání pomocí MKP 
4.4.1 Výstupní křivost 
Výstupní křivost tyče po průchodu rovnačkou je určena proložením kružnice 
třemi body po délce referenčního úseku B a určením poloměru této kružnice. Tímto 
způsobem je vyhodnocen poloměr kružnice proložené na horním okraji zelenými body, 
na střednici oranžovými body a na spodním okraji červenými body (Obr. 4.18). Přehled 
takto určených výstupních křivostí pro jednotlivé hustoty sítě po délce tyče 
shrnuje Tabulka 2. 
 
Obr. 4.18 Vyznačení bodů pro určení výstupní křivosti 
 
Tabulka 2 Srovnání výstupní křivosti tyče 
Počet 
dělení 
Výstupní poloměr křivosti [m] Počet 
uzlů 
Výpočetní 
čas [h] Horní povrch Střednice Spodní povrch 
70 539 602 605 48000 19 
80 485 487 479 50000 19 
90 446 450 436 52000 19 
120 649 658 654 58000 26 
130 628 636 629 60000 26 
140 650 666 663 62000 27 
 
Z uvedených hodnot výstupní křivosti jsou vidět rozdíly při určování křivosti ze 
zvolených bodů, zejména u sítí s menším počtem dělení. U sítí s větším počtem dělení 
nemá volba bodů, ze kterých je křivost vyhodnocována téměř žádný vliv na výslednou 
křivost. V případě nejhrubší sítě je rozdíl křivosti stanovené ze střednice, horního a 




 Z celkového srovnání všech uvedených hodnot je rozdíl mezi extrémními hodnotami 
křivosti 35 %. Omezíme-li se na srovnání tří nejjemnějších variant sítě je tento rozdíl 
pouze 5 %.  Přesto můžeme považovat shodu mezi výsledky za dostatečnou.  
Je nutné zmínit, že souřadnice bodů, jimiž je kružnice proložena jsou určeny 
s přesností na desetiny milimetru a i minimální změna některé ze souřadnic se projeví 
na hodnotě poloměru výstupní křivosti. Druhým důležitým faktem je to, že výstupní 
křivost je v řádu stovek metrů a na vyšetřovaném úseku délky 180 cm představuje velmi 
malé zakřivení, jehož změny jsou prostým pohledem těžko viditelné. Vycházíme také 
z předpokladu, že tyč po výstupu z rovnačky má průběh po kružnici, kterou následně 
prokládáme zvolenými body. Ve skutečnosti se může rovnoměrnost zakřivení po délce 
tyče mírně měnit a tyč nemusí mít průběh odpovídající ideální kružnici. Vyhodnocením 
pomocí proložení kružnice se dopouštíme jisté odchylky od skutečnosti. Výpočtové 
časy jsou enormní a bylo jich dosaženo na počítači se čtyřjádrovým procesorem Intel 
Core i7 – 960 a kapacitou operační paměti RAM 24 GB. 
4.4.2 Průběh napětí po průřezu 
Průběh zbytkového napětí v podélném směru uprostřed referenčního úseku je 
vynesen v grafu (Obr. 4.19). Varianty s nejnižšími dvěma počty dělení sítě mají 
zejména u horního povrchu tyče odlišný průběh od zbývajících variant. Ostatní varianty 
mají téměř shodný průběh. 
 
Obr. 4.19 Průběh zbytkového napětí po výstupu z rovnačky 
 
Sledujeme-li při průchodu rovnačkou příčný průřez vyznačený na 
obrázku (Obr. 4.16), pak v něm můžeme vyhodnotit průběh napětí během rovnání. Ten 
je možné dokumentovat vykreslením redukovaného a normálového napětí po výšce 
průřezu v okamžicích, kdy se průřez nachází pod některým z válců. Jednotlivé průběhy 











 Při prvním zatížení tříbodovým ohybem se příčný průřez nachází pod válcem B. 
V ideálním případě by měl tento stav korespondovat se zatížením nosníku 
v kapitole 4.2. Ve skutečnosti však hodnoty normálového napětí pod válcem B dosahují 
nižších hodnot než při zatížení nosníku a nedochází k plastizaci příčného průřezu. Tento 
rozdíl je zapříčiněn použitými okrajovými podmínkami. Při řešení zatížení nosníku byly 
oba jeho konce vetknuty, čímž bylo zamezeno také natočení příčného průřezu. 
V případě rovnačky však není zamezeno natočení průřezu nad válcem A, a proto je 
výsledné zatížení menší než v případě vetknutého nosníku. Skutečnému chování tyče 
při průchodu rovnačkou odpovídá více model průchodu zatížení mezi válci A, B a C a 
nikoliv vetknutí v krajních řezech A, C.  
Průběh napětí po průřezu na válci C již odpovídá případu zatíženého nosníku. 
Z průběhu redukovaného napětí je vidět, že průřez je zplastizován z jedné poloviny a u 
spodního okraje je normálové i redukované napětí ovlivněno kontaktní napjatostí. U 
válců D a E je materiál zplastizován přibližně do vzdálenosti 20 mm od obou povrchů. 
Průběhy napětí u těchto dvou válců jsou prakticky shodné s tím rozdílem, že válec D je 
v kontaktu s horním povrchem tyče, zatímco válec E dosedá na spodní povrch, což lze 
z grafu snadno vyčíst podle toho, na kterém okraji se projeví vliv kontaktní napjatosti. 
Průběh napětí na válci F je prakticky shodný s průběhem napětí na válci D. 
Na válci G je u horního povrchu v místě jednoosé napjatosti zplastizován materiál 
do hloubky přibližně 10 mm pod povrch tyče. Na opačném povrchu již k plastizaci 
materiálu nedochází. Při průchodu přes válec H je zatížení výrazně menší a hodnoty 
redukovaného i normálového napětí nepřesahují polovinu meze kluzu. Normálové 
napětí na posledním válci I má shodný průběh se zbytkovým napětím vykresleným 
v jednom z předchozích grafů (Obr. 4.19). 
4.4.3 Síly působící na válce 
Součet sil působících na válce ve svislém směru během procesu rovnání musí být 
roven nule. Působící síly na jednotlivé válce, které shrnuje Tabulka 3, jsou 
vyhodnoceny v okamžiku, kdy vyhodnocovaný příčný průřez je na posledním válci. 
V rovnačce se již nenachází zaváděcí rovný úsek tyče a tento stav plně odpovídá 
procesu rovnání. 
 
Tabulka 3   Síly působící na válce ve svislém směru 









I - 38550 




Ve směru osy y působí na válce síly v řádu 105 N. Odchylka součtu je přibližně 
0,01 % vzhledem k velikostem sil působících v tomto směru, což můžeme považovat za 
dostatečnou přesnost. 
4.5 Prezentace výsledků rovnání pomocí rychlého algoritmu 
Program na principu rychlého algoritmu rovnání je vytvořen v programovém 
systému MATLAB. Vstupní parametry jsou zadány do textového souboru vytvořeného 
v pracovním adresáři programu. Výstupem z programu jsou informace o průběhu 
výpočtu a hodnoty výstupních parametrů, které se vypíší a uloží do souboru ve 
formátu TXT. Dalším výstupem jsou grafy různých veličin, které se v průběhu výpočtu 
vykreslí na obrazovku. 
Výsledky z textového souboru pro zadané vstupní hodnoty: 
Reaction >  
 Poloha č. 1  
FA = -59.10 kN  
FB = 270.71 kN  
FC = -501.28 kN  
FD = 574.16 kN  
FE = -547.53 kN  
FF = 454.34 kN  
FG = -291.37 kN  
FH = 124.37 kN  
FI = -24.31 kN  
  Sumay = -0.00 kN  
________________________________________________________________  
 Poloha č. 2  
FA = -59.10 kN  
FB = 270.71 kN  
FC = -501.28 kN  
FD = 574.16 kN  
FE = -547.53 kN  
FF = 454.34 kN  
FG = -291.37 kN  
FH = 124.37 kN  
FI = -24.31 kN  
  Sumay = -0.00 kN  
________________________________________________________________  
 
 Elapsed time = 40.05 s   
________________________________________________________________  
 
Maximální zbytkové napětí = 108.8 MPa 
Maximální zbytkové přetvoření = 0.1166 procent 
   
 
Curvature> 
 k0 = -1.59e-05 1/mm (R = -63.0 m, -1.98 mm/m)  
 Poloha 1: kend = -1.46e-06 1/mm (R = -683.4 m, -0.18 mm/m)  




 PP: Obdelníkový příčný průřez  
 Výška tyče = 163.5 mm 
 Počet poloh = 2 
 Vzdálenost mezi válci = 900.0 mm 
 Počet prvků = 640 
 Délka prvků = 11.3 mm 
 
 




   
 
 
Obr. 4.21 Průběh normálového napětí 𝜎𝜎𝑋𝑋 po průřezu u vybraných válců rovnačky 
 
 
Součet sil působících na válce ve svislém směru je nulový. Výpočet trval pouhých 
40 vteřin. Výstupní křivost uvedená v přehledu výsledků odpovídá poloměru křivosti 
683 m. Průběh normálového napětí v podélném směru po výšce příčného průřezu je u 
vybraných válců vykreslen v grafu na obrázku (Obr. 4.21). Na vodorovné ose je 






4.6 Srovnání výsledků obou metod řešení 
4.6.1 Obdélníková tyč bez zpevnění 
Vyhodnocením výsledků získaných pomocí programu ANSYS v kapitole 4.4 jsme 
určili výstupní poloměr křivosti tyče po průchodu rovnačkou. Ten byl určen na základě 
proložení kružnice třemi body na povrchu tyče a její střednici. V závislosti na konkrétní 
hustotě sítě a vyhodnocovaných bodech se hodnoty poloměru křivosti pohybují 
v rozmezí 436 – 666 m.  
Poloměr výstupní křivosti stanovený programem na bázi rychlého algoritmu pro 
rovnání je 683 m.  
Na základě srovnání této hodnoty s výsledky získanými z programu ANSYS 
můžeme konstatovat, že maximální rozdíl je přibližně 30 %. Omezíme-li se na srovnání 
s třemi nejhustšími variantami sítě a jejich výsledky křivosti, jsou tyto rozdíly 
maximálně do 10 %, což můžeme prohlásit za dostatečnou shodu. 
Další důležitou veličinou je průběh normálového napětí 𝜎𝜎𝑋𝑋, který je pro obě 
metody řešení vykreslen na str. 55 (Obr. 4.22 a Obr. 4.23). Graf výsledků z programu 
ANSYS vykresluje napětí tak, že horní povrch tyče je na horním okraji grafu, zatímco 
graf znázorňující výsledky z rychlého algoritmu je orientován opačně.  
Průběh napětí na válci B získaný z programu ANSYS (Obr. 4.20) je podobný jako 
v případě řešení rychlým algoritmem (Obr. 4.21). U řešení programem ANSYS je vidět 
ovlivnění kontaktní napjatostí, které se projevuje mírným zalomením průběhu napětí. 
Extrémní hodnoty napětí 𝜎𝜎𝑋𝑋 na povrchu tyče při řešení programem ANSYS jsou na 
horním povrchu o 176 MPa a na spodním povrchu o 85 MPa větší, než u řešení rychlým 
algoritmem. Větší rozdíl na horním povrchu je zapříčiněn vlivem kontaktní napjatosti. 
U válce D lze pozorovat rozdíl v tloušťce zplastizované části průřezu. Z průběhu 
normálového napětí získaného z programu ANSYS je vidět, že materiál je zplastizován 
do hloubky 20 mm pod povrch tyče, zatímco při použití rychlého algoritmu je tomu až 
do hloubky 36 mm. Zároveň se při použití programu ANSYS projevuje u horního 
povrchu vliv kontaktní napjatosti.  
Míra zplastizování průřezu na válci F je v obou případech velmi podobná 
s rozdílem jednotek milimetrů hloubky zplastizování, což je zanedbatelné. Průběh 
normálového napětí po výšce průřezu na válci H je u jednotlivých metod řešení 
prakticky shodný. 
Výslednice sil působících na válce ve svislém směru (osa y) je v případě rychlého 
algoritmu nulová. V případě ANSYSU vykazuje odchylku do 0,01 %. Odchylka je 
vztažena k velikostem sil působících v tomto směru na válce, vůči kterým je 
zanedbatelná. Velikosti sil, stanovené jednotlivými metodami řešení, působící na 
odpovídající si válce mají srovnatelnou velikost. 
Detailní analýza kontaktů při rovnání na rovnačce by vedla k časově neúnosnému 
výpočtu, jelikož potřebné zjemnění sítě na kontaktních plochách znamená zjemnění sítě 
v celém objemu rovnané tyče. Proto není toto vyhodnocení zahrnuto. O správnosti 






Obr. 4.22 Normálová napětí 𝜎𝜎𝑋𝑋 na válcích (ANSYS) 
 




4.6.2 Obdélníková tyč se zpevněním 
Pro ilustraci vlivu zpevnění materiálu je provedena výpočtová simulace procesu 
rovnání obdélníkové tyče se stejnými parametry jako v případě ideálně pružně 
plastického modelu materiálu. Je použit bilineární model materiálu s kinematickým 
zpevněním a hodnotami tečného modulu zpevnění 𝐸𝐸𝑇𝑇 = 11800 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑎𝑎 a                    
𝐸𝐸𝑇𝑇 = 23600 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑎𝑎. Je použita síť konečných prvků se  120 děleními po délce v úsecích 
A, C (Obr. 4.16).  
Hodnoty výstupní křivosti získané z řešení pomocí obou metod shrnuje Tabulka 4. 
Z uvedených hodnot je na první pohled patrné, že s rostoucí hodnotou tečného modulu 
zpevnění klesá výstupní křivost tyče. Z praktického hlediska je také patrné, že použitím 
modelu materiálu se zpevněním se snižuje časová náročnost výpočtu pomocí programu 
ANSYS a to až o 60 %. Rozdíly výstupní křivosti stanovené z jednotlivých metod 
řešení se liší odchylkou do 10 %, což lze považovat za dostatečnou shodu obou 
použitých metod. 
Tabulka 4 Srovnání výstupní křivosti tyče pro materiál se zpevněním 
 










0 649 658 654 683 26 h 40 s 
11800 464 452 437 459 14 h 40 s 
23600 383 387 381 420 10 h 40 s 
 
 




 Průběh zbytkového napětí po výšce průřezu (Obr. 4.24) se v závilosti na hodnotě 
tečného modulu zpevnění mění zejména v blízkosti horního i dolního povrchu tyče, 
přibližně do vzdálenosti 30 mm od obou povrchů. Odpovídající průběh zbytkového 
napětí pro tečný modul zpevnění o velikosti 23 600 MPa je v grafu na 
obrázku (Obr. 4.25). Globální obraz rozložení napětí odpovídá řešení v programu 
ANSYS. Rozdíly se projevují u povrchů a jejich důvodem je vliv kontaktní napjatosti. 
 





4.6.3 Kolejnice UIC 60 
Na základě získaných zkušeností při řešení výpočtové simulace procesu rovnání 
tyče obdélníkového průřezu přikročíme k řešení rovnání tvarově složitějšího profilu 
kolejnice. Rovnání kolejnic je v praxi velmi častým procesem, jehož stále probíhající 
výzkumnou činnost lze dokumentovat řadou odborných článků, z nichž některé jsou 
uvedeny v kapitole 2.9. 
 Pro řešení je zvolena kolejnice UIC 60. Úloha je řešena programem ANSYS. 
Vstupní křivost a parametry jsou shodné s hodnotami použitými při rovnání tyče 
obdélníkového průřezu. Je použit ideálně pružně plastický model materiálu. Pro snížení 
výpočtové náročnosti je modelována pouze symetrická polovina průřezu kolejnice. 
Hustota sítě konečných prvků v příčném průřezu byla stanovena obdobně jako 
v předchozím případě na základě analýzy tříbodového ohybu úseku kolejnice. Pro 
diskretizaci této úlohy byly použity prvky typu SOLID 185. Síť konečných prvků je 
zobrazena na následujících obrázcích (Obr. 4.26 - Obr. 4.28). V úsecích A, C dle 
obrázku (Obr. 4.16) je po délce zadáno 120 dělení. V úseku B je délka prvků 
v podélném směru 7 mm. V uzlech ležících v rovině symetrie je předepsán nulový 
posuv ve směru osy z.  
 
Obr. 4.26 Síť konečných prvků po průřezu kolejnice UIC 60 
 





Obr. 4.28 Výpočtový model rovnání kolejnice 
 
Výstupní parametry obdržené na základě vyhodnocení analýzy jsou shrnuty 
v následující tabulce (Tabulka 5). Hodnoty výstupního poloměru křivosti se pohybují 
v řádu tisíců metrů a v závislosti na místě vyhodnocení se liší maximálně o 3 %. 
Z výsledků provedené analýzy programem ANSYS lze říci, že obdržené hodnoty 
poloměru křivosti odpovídají prakticky rovné kolejnici. 
Tabulka 5 Výstupní parametry rovnání kolejnice UIC 60 
 
Výstupní poloměr křivosti [m] 
Počet uzlů Výpočetní čas 
[h] Horní povrch Střednice Spodní povrch 
Kolejnice 2008 1991 2052 140000 164 h (7 dní) 
 
Tyto hodnoty lze srovnat s publikovanými výsledky [28] analýzy rovnání 
kolejnice provedené pomocí programu na bázi rychlého algoritmu. Použité vstupní 
parametry se shodují s parametry uvedenými v článku [28]. Výstupní poloměr křivosti 
uvedený v článku má hodnotu 575 m. 
Výstupní poloměr křivosti získaný z řešení programem ANSYS je třikrát až 
čtyřikrát vyšší než uvedený výsledek z rychlého algoritmu. Z hlediska požadavku na 
snížení křivosti materiálu (tedy zvýšení poloměru křivosti) během průchodu rovnačkou, 
jsou výsledky obou metod přijatelné. Vzájemné srovnání obou metod řešení vede ke 
značným rozdílům v hodnotách výstupní křivosti. 
Průběh zbytkového napětí v podélném směru po výšce průřezu kolejnice je pro 
řešení v programu ANSYS vykreslen v grafu na obrázku (Obr. 4.29) a pro řešení 
rychlým algoritmem [28] v grafu na obrázku (Obr. 4.30). Výsledný průběh zbytkového 
napětí, získaný z rychlého algoritmu, je vyznačen černou barvou a je srovnán 
s průběhem zbytkového napětí získaným po provedení analýzy rovinného modelu 













  Ze srovnání průběhů zbytkového napětí získaných provedením výpočtové 
simulace programem ANSYS (Obr. 4.29) a z publikovaného řešení rychlým 
algoritmem (Obr. 4.30) vyplývají značné rozdíly. 
Řešení programem ANSYSEM dává průběh zbytkového napětí ve tvaru písmene 
C, který je v oblasti hlavy a paty kolejnice ovlivněn kontaktní napjatostí (Obr. 4.29), 
zatímco výsledky rychlého algoritmu se od tohoto průběhu značně liší.  Vzhledem ke 
srovnání obdržených výsledků se závěry odborných článků týkajících se rovnání 
kolejnic, ve kterých se vždy hovoří o rozložení zbytkového napětí ve tvaru písmene C 
(například [22], [25]), jeví jako věrohodnější výsledky provedeného řešení programem 
ANSYS. Důvodem je patrně tvar kolejnice, jejíž střední část je štíhlá a hlavní 
koncentrace materiálu je soustředěna do hlavy a paty kolejnice. Tyto dvě krajní části 
kolejnice jsou významně ovlivněny jak kontaktní napjatostí, tak vlivem posouvajících 
sil, což je v současné době v programu na bázi rychlého algoritmu nedostatečně 
zohledněno. 
 
Obr. 4.31 Redukované napětí v referenčním průřezu po průchodu rovnačkou 
 




Pro detailnější představu je na obrázcích zobrazeno rozložení 
redukovaného (Obr. 4.31) a zbytkového (Obr. 4.32) napětí po průchodu kolejnice 
rovnačkou. Čelní příčný průřez kolejnice na obrázcích odpovídá vyhodnocovanému 
průřezu vyznačenému na obrázku v předchozí podkapitole (Obr. 4.16). 
Postupný vývoj průběhů složek napětí v řezech procházejících pod jednotlivými 
válci při rovnání je na obrázku (Obr. 4.33). Dominantní složkou napjatosti je složka 𝜎𝜎𝑋𝑋 
v podélném směru, jejíž průběh na posledním válci získává charakterisktický průběh 
reziduálního napětí ve tvaru písmene C. 
Působící síly na jednotlivé válce, které shrnuje Tabulka 6, jsou vyhodnoceny 
v okamžiku, kdy se v rovnačce již nenachází zaváděcí rovný úsek kolejnice a tento stav 
plně odpovídá procesu rovnání. Ve směru osy y působí na válce síly v řádu 105 N. 
Odchylka součtu je přibližně 0,01 % a je vztažena k velikostem sil působících v tomto 
směru, což můžeme považovat za dostatečnou přesnost. 
 
Tabulka 6 Síly působící na válce během rovnání kolejnice 





























4.7 Ukázka optimalizace pomocí rychlého algoritmu 
Výpočtové simulace řešené programem ANSYS není možné z časových důvodů 
používat v běžném výrobním provozu pro určení správného nastavení posuvů válců 
rovnačky, zajišťující požadovanou výstupní křivost materiálu. Výpočty touto metodou 
jsou velmi zdlouhavé a vyžadují využití výkonné výpočetní techniky, což je pro 
praktické použití nevhodné. 
Velmi efektivní možnost, jak nastavení rovnačky určit, poskytuje program na 
principu rychlého algoritmu pro rovnání. Výpočty pomocí tohoto programu trvají 
v drtivé většině případů méně než jednu minutu, a proto je možné provést mnoho 
opakování výpočtu v krátkém čase. 
Pro ukázku možnosti rychlé optimalizace nastavení posuvů válců rovnačky je 
uvažována tyč obdélníkového průřezu o rozměrech stanovených v kapitole 4.1. Je 
použit ideálně pružně plastický model materiálu s mezí kluzu 𝜎𝜎𝐾𝐾 = 525𝑀𝑀𝑃𝑃𝑎𝑎 a 
modulem pružnosti v tahu 𝐸𝐸 = 210000𝑀𝑀𝑃𝑃𝑎𝑎. Poloměr vstupní křivosti materiálu je 
zvolen R = 50 m. 
Nejjednodušším způsobem určení posuvů válců zajišťujících požadovanou 
výstupní křivost materiálu je takzvaná inženýrská optimalizace, spočívající 
v postupných změnách posuvů válců a sledování změn hodnot výstupní křivosti. 
Při volbě zadávaných posuvů válců lze postupovat různými způsoby. Pro ukázku 
efektivnosti programu na bázi rychlého algoritmu jsou uvedeny závislosti změn 
výstupní křivosti materiálu v případě, že měníme jednotlivě posuvy prvního a druhého 
válce v horní sekci rovnačky a poté obou současně. Tento postup je zvolen na základě 
zkušeností z praxe, kdy nastavené posuvy prvních dvou horních válců jsou největší a 
mají tak největší vliv na výslednou křivost materiálu. Výsledky jsou shrnuty 
v následujících tabulkách a grafech. 
Tabulka 7 Závislost poloměru výstupní křivosti na změně posuvu prvního válce 











12 6 4 1 195,5 
11,5 6 4 1 230,3 
11 6 4 1 260,7 
10,5 6 4 1 313,4 
10 6 4 1 352,7 
9,5 6 4 1 417,0 
9 6 4 1 476,5 
8,5 6 4 1 538,0 
8 6 4 1 553,8 
7,5 6 4 1 562,2 
7 6 4 1 537,7 
6,5 6 4 1 497,4 
6 6 4 1 445,2 
5,5 6 4 1 384,7 





Obr. 4.34 Závislost výstupní křivosti materiálu na posuvu prvního horního válce 
 
Tabulka 8 Závislost poloměru výstupní křivosti na změně posuvu druhého válce 











8 10 4 1 321.5 
8 9.9 4 1 281.8 
8 9.8 4 1 259.9 
8 9.7 4 1 171.3 
8 9.65 4 1 168.8 
8 9.6 4 1 216.7 
8 9.5 4 1 198.3 
8 9.3 4 1 176.3 
8 9 4 1 160.1 
8 8.7 4 1 149.7 
8 8.5 4 1 146.3 
8 8.3 4 1 145.4 
8 8.2 4 1 145.6 
8 8.1 4 1 147.0 
8 8 4 1 150 
8 7.7 4 1 164.3 
8 7.5 4 1 166.7 
8 7.3 4 1 183.5 
8 7 4 1 226.6 




8 6.8 4 1 267.5 
8 6.7 4 1 292.1 
8 6.6 4 1 324.8 
8 6.5 4 1 353.7 
8 6.4 4 1 398.5 
8 6.35 4 1 417.1 
8 6.3 4 1 626.2 
8 6.2 4 1 472.2 
8 6.15 4 1 498.0 
8 6.1 4 1 520.6 
8 6.5 4 1 542.5 
8 6 4 1 553.8 
8 5.9 4 1 609.2 
8 5.8 4 1 648.9 
8 5.7 4 1 685.7 
8 5.6 4 1 706.3 
8 5.5 4 1 728.2 
8 5.4 4 1 738.9 
8 5.3 4 1 737.5 
8 5.2 4 1 719.3 
8 5.1 4 1 693.3 
8 5 4 1 665.1 
8 4.7 4 1 539.9 
8 4.5 4 1 456.2 
8 4.3 4 1 394.2 
8 4 4 1 331.9 
 




 Z grafu na obrázku (Obr. 4.34) vyplývá, že změnou posuvu prvního válce horní 
sekce rovnačky lze najít optimální hodnotu posuvu, kdy je výstupní poloměr křivosti 
maximální. Dalšími změnami posuvu válce se výsledná křivost materiálu zmenší a 
nedosáhne se maximálního možného efektu rovnání.  Jednoznačné maximum hodnoty 
poloměru výstupní křivosti odpovídá posuvu válce přibližně o 7,5 mm. 
Při nastavování posuvu druhého válce horní sekce rovnačky je z grafu (Obr. 4.35) 
patrná výrazně větší citlivost na změnu nastavení posuvu. Při změně hodnoty posuvu 
válce o 1 mm může dojít ke změně poloměru křivosti na výstupu až o 300 m. Opět je 
vidět jasná maximální hodnota poloměru výstupní křivosti, která odpovídá optimálnímu 
nastavení rovnačky. Posuv druhého válce v tomto optimálním případě je přibližně 
5,5 mm. Pro vyšší hodnoty posuvu dochází znovu ke zlepšení výsledků. V tomto 
případě je potřeba si uvědomit, že již dochází k extrémním průhybům profilu, kdy může 
též docházet ke zplastizování celého průřezu materiálu, což je spojeno s nežádoucím 
extrémním namáháním válců rovnačky. 
Ojedinělé hodnoty výstupní křivosti vybočující z jednoznačného trendu křivky 
(v okolí 6,3 mm a 9,6 mm) byly konzultovány s tvůrci programu a zatím se nepodařilo 
jednoznačně identifikovat příčiny těchto odchylek. 
 
Tabulka 9 Závislost poloměru výstupní křivosti na změně posuvů obou válců 











11 9 4 1 322,0 
10,5 8,5 4 1 182,9 
10 8 4 1 148,4 
9,5 7,5 4 1 150,6 
9 7 4 1 187,7 
8,5 6,5 4 1 318,3 
8 6 4 1 553,8 
7,5 5,5 4 1 646,0 
7 5 4 1 426,7 
6,5 4,5 4 1 258,2 







Obr. 4.36 Závislost výstupní křivosti materiálu na posuvu obou válců 
 
Na závěr byly realizovány posuvy obou válců současně. Konkrétní zvolená 
nastavení a odpovídající výstupní poloměr křivosti shrnuje Tabulka 9. Tyto hodnoty 
jsou vykresleny v grafu na obrázku (Obr. 4.36). Trend získané závislosti je podobný 
jako v případě optimalizování posuvu pouze druhého válce. Z grafu je možné určit 
optimální nastavení válců, kterému odpovídá posuv prvního válce o 7,5 mm a posuv 
druhého válce o 5,5 mm. Ze srovnání těchto dvou závislostí je zřejmé, že největší vliv 
na výstupní křivost má nastavení druhého válce. 
Celkem bylo spočítáno přibližně 70 variant nastavení posuvů rovnačky, což lze 
díky rychlému algoritmu pro rovnání provést přibližně za jednu hodinu. Na základě 
zkušeností získaných při provádění dříve uvedených výpočtů programem ANSYS lze 






Hlavními cíli předkládané práce jsou srovnání výsledků simulačního programu 
rovnání tyčí na bázi rychlého algoritmu s výsledky dostupného komerčního programu 
na bázi MKP, posouzení časové náročnosti jednotlivých metod řešení a ukázka 
možnosti použití rychlého algoritmu k optimalizaci nastavení rovnačky. 
V úvodní části práce jsou shrnuty dosud známé teoretické poznatky a uveden 
stručný výběr několika odborných článků dokumentující stále probíhající výzkumnou 
činnost v oblasti rovnání drátů, obecných profilů a kolejnic. Dále jsou popsány základní 
principy obou použitých metod řešení, přičemž využitý program na bázi rychlého 
algoritmu je vytvořen v programovém systému MATLAB a jako dostupný komerční 
software je použit programový systém ANSYS. Toto softwarové vybavení je dostupné 
na Ústavu mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky. 
Pro základní srovnání použitých metod řešení rovnání byla zvolena tyč 
obdélníkového průřezu. Vzhledem k očekávané časové náročnosti řešení pomocí 
ANSYSU byla provedena analýza vlivu hustoty sítě prvků na přesnost řešení. Pro tento 
rozbor byl zvolen model tříbodového ohybu nosníku odpovídající ohýbání materiálu při 
průchodu válcovou rovnačkou. Srovnáním výsledků obou metod řešení samotného 
rovnání obdélníkové tyče se prokázala poměrně dobrá shoda obou algoritmů v silových 
i kinematických výstupech (výstupní křivost, průběh zbytkového napětí). Zásadní rozdíl 
obou algoritmů však nastal při srovnání časové náročnosti, kdy výpočet rychlým 
algoritmem trval méně než jednu minutu, zatímco výpočetní čas ANSYSU se 
pohyboval mezi 10 – 27 hodinami v závislosti na hustotě sítě a hodnotě tečného modulu 
zpevnění. 
Dobrá shoda výsledků obou algoritmů při řešení základního tvaru příčného profilu 
byla motivací k rozšíření práce o srovnání výpočtů tvarově složitějšího profilu 
kolejnice, jehož rovnání je v praxi velmi časté. V tomto případě již hodnoty výstupní 
křivosti vykazují jisté rozdíly. Z hlediska srovnání výsledné křivosti se vstupní jsou 
výsledky obou metod přijatelné. Průběh zbytkového napětí po výšce průřezu se v obou 
případech výrazně liší. Důvodem je patrně nedostatečné zahrnutí vlivu kontaktní 
napjatosti a posouvajících sil v rychlém algoritmu. Na základě srovnání 
s publikovanými výsledky se výsledky programu ANSYS jeví přesnější, protože průběh 
zbytkového napětí vykazuje tvar písmene C uváděný v publikacích. Experimentální 
ověření je možné provádět pouze na reálných rovnacích strojích, což je obtížně 
realizovatelné. Je možné provést měření výstupní křivosti a případně změřit zbytkové 
napětí v povrchových vrstvách vývalku za použití odvrtávací metody. 
Porovnáním obou použitých algoritmů řešení se prokázala dobrá shoda 
výstupních parametrů pro řešení jednoduššího obdélníkového tvaru příčného průřezu. 
Zásadním rozdílem však zůstává časová náročnost výpočtů hovořící jednoznačně ve 
prospěch použití rychlého algoritmu. Tento algoritmus je vhodný jak pro rychlé 
návrhové, tak pro optimalizační výpočty, jejichž ukázce je věnována samostatná 
podkapitola v závěru práce. Pro řešení komplikovanějších průřezů mohou být 
předpoklady rychlého algoritmu příliš zjednodušující, což vede ke zjištěným rozdílům 
ve výsledcích obou algoritmů. 
Z uvedených závěrů vyplývají možné další cíle pro zdokonalení rychlého 
algoritmu. Prvním je pokusit se jednoduchým způsobem do rychlého algoritmu 




významně nezpomalil. Za druhý cíl lze označit podrobnější rozbor vlivu posouvajících 
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SEZNAM POUŽITÝCH VELIČIN 
 
Symbol Jednotka Veličina 
𝐷𝐷 [m] Průměr válců rovnačky 
𝐸𝐸 [MPa] Modul pružnosti v tahu 
𝐸𝐸𝑇𝑇 [MPa] Tečný modul zpevnění 
𝐹𝐹 [N] Síla 
𝐽𝐽𝑋𝑋 [mm
4] Kvadratický osový moment průřezu profilu k ose x 
𝐽𝐽𝑌𝑌 [mm
4] Kvadratický osový moment průřezu profilu k ose y 
𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸 [Nm] Ohybový moment odpovídající zatížení na mezi kluzu 
𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸 [Nm] Ohybový moment způsobující elasto-plastický stav materiálu 
𝑀𝑀𝐾𝐾𝐾𝐾𝑅𝑅 [Nm] Korigovaný ohybový moment 
𝑀𝑀𝐾𝐾 [Nm] Ohybový moment 
𝑀𝑀𝐸𝐸𝐸𝐸 [Nm] Ohybový moment způsobující plastický kloub 
𝑁𝑁1,𝑁𝑁2, 
𝑁𝑁3,𝑁𝑁4  Bázové funkce 
𝑃𝑃 [J] Potenciál vnějšího zatížení 
𝑊𝑊 [J] Energie napjatosti 
𝑊𝑊𝑡𝑡 [mm
3] Průřezový modul v ohybu 
𝑩𝑩  Matice druhých derivací bázových funkcí 
𝑭𝑭 [N] Globální matice zatížení 
𝑲𝑲 [N/m] Globální matice tuhosti 
𝑲𝑲𝑻𝑻 [N/m] Matice tečné tuhosti 
𝑹𝑹 [N] Matice reziduálních posouvajících sil 
𝑼𝑼 [m] Globální matice posuvů 
𝑎𝑎 [m] Vzdálenost od neutrální osy v příčném průřezu 
𝑏𝑏 [m] Šířka příčného průřezu 
𝑒𝑒 [m] Tloušťka elastického jádra 
ℎ [m] Výška příčného průřezu 
ℎ1 [m] Polovina výšky elastického jádra profilu 
𝑘𝑘(𝑥𝑥) [mm-1] Křivost po délce prutového tělesa 
𝑛𝑛 [-] Počet válců rovnačy 
𝑡𝑡 [s] Čas 
𝑡𝑡 [m] Rozteč válců rovnačky 
𝑥𝑥 [m] Prostorová souřadnice 
𝑤𝑤𝐵𝐵,𝑤𝑤𝐷𝐷 , 
𝑤𝑤𝐹𝐹,𝑤𝑤𝐻𝐻 [m] Posuvy jednotlivých válců rovnačky 
𝒐𝒐 [J/m3] Matice složek objemového zatížení 
𝒑𝒑 [J/m2] Matice složek plošného zatížení 
𝒖𝒖𝑇𝑇 [m] Matice složek posuvů 
𝛱𝛱 [J] Celková potenciální energie 
𝛥𝛥𝛥𝛥 [m] Protažení 
𝜀𝜀 [-] Délkové přetvoření 







𝜀𝜀𝑝𝑝𝑒𝑒 [-] Plastická složka délkového přetvoření 
𝜀𝜀𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 [-] Celkové délkové přetvoření 
𝜌𝜌 [m] Poloměr zakřivení 
𝜎𝜎 [MPa] Napětí 
𝜎𝜎1 [MPa] První hlavní napětí 
𝜎𝜎2 [MPa] Druhé hlavní napětí 
𝜎𝜎3 [MPa] Třetí hlavní napětí 
𝜎𝜎𝐸𝐸  [MPa] Fiktivní elastická napjatost odečítaná od 𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸 
𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸 [MPa] Skutečné napětí při maximálním vnějším zatížení 
𝜎𝜎𝑅𝑅𝐸𝐸𝑅𝑅 [MPa] Zbytkové napětí 
𝜎𝜎𝑒𝑒𝑒𝑒𝑡𝑡 [MPa] Maximální hodnota normálového napětí v příčném průřezu 
𝜎𝜎𝜌𝜌 [MPa] Mez kluzu 
𝜎𝜎𝑡𝑡 [MPa] Střední napětí 
𝜏𝜏𝜌𝜌𝜌𝜌 [MPa] Smykové napětí v řezu ρ 
µ [-] Poissonův poměr 
𝜙𝜙 [rad] Natočení 
𝜹𝜹 [m], [rad] Matice neznámých uzlových parametrů 
𝜺𝜺 [-] Matice složek přetvoření 






Obr. 2.1 Lagrangeův a Eulerův systém popisu kontinua [10] ......................................... 16 
Obr. 2.2 Lineárně elastický a nelineárně elastický model materiálu [5] ......................... 17 
Obr. 2.3 Složky délkového přetvoření [5] ....................................................................... 18 
Obr. 2.4 Tahový diagram měkké oceli [5] ...................................................................... 19 
Obr. 2.5 Bilineární model bez a se zpevněním [5] .......................................................... 20 
Obr. 2.6 Obecná plocha plasticity [9] ............................................................................. 21 
Obr. 2.7 Podmínka max τ [33] ........................................................................................ 21 
Obr. 2.8 Podmínka plasticity HMH [32] ......................................................................... 22 
Obr. 2.9 Izotropní zpevnění materiálu [5] ....................................................................... 23 
Obr. 2.10 Kinematické zpevnění materiálu [5] ............................................................... 23 
Obr. 2.11 Rozložení napětí po průřezu při ohybu [4] ..................................................... 24 
Obr. 2.12 Průběh zbytkového napětí [4] ......................................................................... 26 
Obr. 2.13 Uspořádání zešikmených sekcí válců [4] ........................................................ 27 
Obr. 2.14 Uspořádání rovnoběžných sekcí válců [4] ...................................................... 27 
Obr. 2.15 Schéma procesu rovnání [28] .......................................................................... 28 
Obr. 3.1 Konečné prvky a uzly [31] ................................................................................ 31 
Obr. 3.2 Síť prutových prvků použitá pro výpočet rychlým algoritmem ........................ 34 
Obr. 3.3 Profil kolejnice UIC 60 a prutový prvek [28] ................................................... 35 
Obr. 4.1 Příčné průřezy kolejnice UIC 60 a nosníku ...................................................... 37 
Obr. 4.2 Schéma procesu rovnání [28] ............................................................................ 38 
Obr. 4.3 Úsek nosníku zatěžovaný tříbodovým ohybem ................................................ 39 
Obr. 4.4 Průběh zbytkového napětí - vliv dělení po výšce ............................................. 40 
Obr. 4.5 Průběh zbytkového napětí - vliv dělení po šířce ............................................... 41 
Obr. 4.6 Průběh zbytkového napětí - vliv dělení po délce .............................................. 41 
Obr. 4.7 Optimální hustota sítě ....................................................................................... 42 
Obr. 4.8 Rozložení redukovaného napětí v zatíženém stavu .......................................... 42 
Obr. 4.9 Pole posuvů v zatíženém stavu ......................................................................... 43 
Obr. 4.10 Srovnání průběhu napětí směrem od horního k dolnímu povrchu .................. 43 
Obr. 4.11 Průběhy normálových napětí .......................................................................... 44 
Obr. 4.12 Kontaktní plocha ............................................................................................. 45 
Obr. 4.13 Rozložení kontaktního tlaku ........................................................................... 45 




 Obr. 4.15 Model geometrie procesu rovnání .................................................................. 46 
Obr. 4.16 Referenční úsek v zakřivené části tyče ........................................................... 47 
Obr. 4.17 Detail sítě u prvního válce rovnačky .............................................................. 47 
Obr. 4.18 Vyznačení bodů pro určení výstupní křivosti ................................................. 48 
Obr. 4.19 Průběh zbytkového napětí po výstupu z rovnačky ......................................... 49 
Obr. 4.20 Průběh redukovaného a normálového napětí při průchodu rovnačkou .......... 50 
Obr. 4.21 Průběh normálového napětí 𝜎𝜎𝜎𝜎 po průřezu u vybraných válců rovnačky ..... 53 
Obr. 4.22 Normálová napětí 𝜎𝜎𝜎𝜎 na válcích (ANSYS) ................................................... 55 
Obr. 4.23 Normálová napětí 𝜎𝜎𝜎𝜎 na válcích (rychlý algoritmus) .................................... 55 
Obr. 4.24 Srovnání průběhu zbytkového napětí - vliv zpevnění (ANSYS) ................... 56 
Obr. 4.25 Průběh 𝜎𝜎𝑅𝑅𝐸𝐸𝜎𝜎 pro 𝐸𝐸𝐸𝐸 = 23600 𝑀𝑀𝑃𝑃𝑎𝑎 z řešení rychlým algoritmem ............. 57 
Obr. 4.26 Síť konečných prvků po průřezu kolejnice UIC 60 ........................................ 58 
Obr. 4.27 Detail sítě u prvního válce rovnačky .............................................................. 58 
Obr. 4.28 Výpočtový model rovnání kolejnice ............................................................... 59 
Obr. 4.29 Průběh 𝜎𝜎𝑅𝑅𝐸𝐸𝜎𝜎 - řešení programem ANSYS .................................................... 60 
Obr. 4.30 Průběh 𝜎𝜎𝑅𝑅𝐸𝐸𝜎𝜎 - řešení rychlým algoritmem [28] ............................................ 60 
Obr. 4.31 Redukované napětí v referenčním průřezu po průchodu rovnačkou .............. 61 
Obr. 4.32 Zbytkové napětí v referenčním průřezu po průchodu rovnačkou ................... 61 
Obr. 4.33 Postupný vývoj průběhů složek napětí v řezech pod válci ............................. 63 
Obr. 4.34 Závislost výstupní křivosti materiálu na posuvu prvního horního válce ........ 65 
Obr. 4.35 Závislost výstupní křivosti materiálu na posuvu druhého horního válce ....... 66 










Tabulka 1 Přehled variant dělení sítě prvků .................................................................... 39 
Tabulka 2 Srovnání výstupní křivosti tyče ...................................................................... 48 
Tabulka 3 Síly působící na válce ve svislém směru ........................................................ 51 
Tabulka 4 Srovnání výstupní křivosti tyče pro materiál se zpevněním .......................... 56 
Tabulka 5 Výstupní parametry rovnání kolejnice UIC 60 .............................................. 59 
Tabulka 6 Síly působící na válce během rovnání kolejnice ............................................ 62 
Tabulka 7 Závislost poloměru výstupní křivosti na změně posuvu prvního válce ......... 64 
Tabulka 8 Závislost poloměru výstupní křivosti na změně posuvu druhého válce ........ 65 









 - elektronickou verzi diplomové práce ve formátu  *.pdf 
  - archivy programu ANSYS WORKBENCH 15.0 
   - Ohyb_Nosniku.wbpz 
   - Rovnani_Obd_Tyc_BezZpevneni.wbpz 
   - Rovnani_Obd_Tyc_SeZpevnenim.wbpz 
   - Rovnani_Kolejnice_UIC60.wbpz 
 
 
 
 
79 
 
